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M. Figueiredo, Olimpio H. Miyagaki e Rúbia Nascimento, por aceitarem avaliar
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Espanha.

vii



Resumo

Neste trabalho, estudaremos existência, multiplicidade e comportamento de

concentração de soluções para a seguinte classe de problemas

(PNL)

⇢ L"u = K(x)f(u) ,⌦
u 2 H1

0 (⌦) ,

onde " > 0 é um parâmetro pequeno e L" é um operador não-local definido por

(ONL) L"u = M

✓
1

"

Z

⌦

|ru|2dx+
1

"3

Z

⌦

V (x)u2dx

◆⇥�"2�u+ V (x)u
⇤
.

Assumimos que M , V , K e f são funções apenas cont́ınuas satisfazendo

hipóteses que serão enunciadas ao longo do texto e ⌦ ✓ IR3 é um domı́nio suave.

Palavras chaves: Problemas do tipo Schrödinger-Kirchho↵; Método

Variacional; Teoria de Lusternik-Schnirelmann; Método de iteração de Moser;

Solução Nodal.
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Abstract

In this work, we will study existence, multiplicity and concentration behavior of

solutions for the following class of problems

(PNL)

⇢ L"u = K(x)f(u) ,⌦
u 2 H1

0 (⌦) ,

where " > 0 is a small parameter and L" is a nonlocal operator defined by

(ONL) L"u = M

✓
1

"

Z

⌦

|ru|2dx+
1

"3

Z

⌦

V (x)u2dx

◆⇥�"2�u+ V (x)u
⇤
.

We assume that M , V , K and f are just continuous functions satisfying

hypotheses which will be enunciate throughout the text and ⌦ ✓ IR3 is a smooth

domain.

Key Words: Schrödinger-Kirchho↵ Type Problems; Variational Methods;

Lusternik-Schnirelmann Theory; Moser’s Iteration Method; Nodal Solution.
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Introdução

Neste trabalho, estudaremos existência, multiplicidade e comportamento de

concentração de soluções para a seguinte classe de problemas

(PNL)

⇢ L"u = K(x)f(u) ,⌦
u 2 H1

0 (⌦) ,

onde " > 0 é um parâmetro pequeno e L" é um operador não-local definido por

(ONL) L"u = M

✓
1

"

Z

⌦

|ru|2dx+
1

"3

Z

⌦

V (x)u2dx

◆⇥�"2�u+ V (x)u
⇤
.

Assumimos que M , V , K e f são funções cont́ınuas satisfazendo hipóteses que

serão enunciadas ao longo do texto e ⌦ ✓ IR3 é um domı́nio suave.

No caso em que ⌦ = IR3, M ⌘ 1 e K ⌘ 1, obtemos o problema de Schrödinger

estacionário

(PSE)

⇢ �"2�u+ V (x)u = f(u) , IR3

u 2 H1(IR3) .

Problemas do tipo (PSE) aparecem, por exemplo, quando se busca uma onda

viajante para a equação

(ES) ih
@ 

@t
= �h2� + V (x) � | |p�2 em IRN ,

proposta pelo f́ısico austŕıaco Erwin Schrödinger (1887-1961), em [69] e [70], como

modelo para o comportamento de uma part́ıcula carregada sob a ação de um

campo de forças.

Em (ES) os śımbolos i, h, V e  têm os seguintes significados: i é a unidade

imaginária, h é a constante de Planck, V é a energia potencial do campo e  é

a função de onda da part́ıcula. Além disso, p 2 (2,1) se N = 1 ou N = 2 e

p 2 (2, 2⇤) se N � 3, com 2⇤ := 2N/(N � 2).
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Apenas para citar alguns exemplos de aplicações, destacamos que a equação

em (ES) também aparece no estudo de óptica não-linear, f́ısica de plasmas e

matérias condensadas, ver [17].

Uma onda viajante para (ES) é uma solução da forma

 (t, x) = exp

✓�i�t

h

◆
u(x). (1)

Desse modo, a função  em (1) é uma onda viajante para (ES) se, e somente

se, u é uma solução do problema eĺıptico

(PE)

⇢ �h2�u+ V (x)u = |u|p�2u , IRN

u 2 H1(IRN) .

Pontuamos que problemas do tipo (PSE) têm sido extensivamente estudados

nos últimos anos. De fato, motivado por Floer e Weinstein [46], Rabinowitz, em

[67], usou uma abordagem variacional baseada em uma variante do Teorema do

Passo da Montanha para provar a existência de solução ground-state de (PSE)

quando o parâmetro " é suficientemente pequeno, f 2 C2 é uma não-linearidade

superlinear subcŕıtica verificando a condição de Ambrosetti-Rabinowitz

(AR) 0  ✓F (t) := ✓

Z t

0

f(s)ds  f(t)t,

para todo t 2 IR e algum ✓ > 2. O potencial V é uma aplicação satisfazendo a

seguinte condição global

(R) 0 < V0 := inf
x2IRN

V (x) < lim inf
|x|!1

V (x).

Wang, em [75], mostrou que os pontos de máximo x" das soluções u" obtidas

em [67] apresentam o seguinte comportamento de concentração

(CC) lim
"!0

V (x") = V0,

ver também [16] e [17].

Posteriormente, Del Pino e Felmer, em [39], mostraram um resultado de

existência e comportamento de concentração de soluções para (PSE) quando " é

pequeno, usando método variacional aliado a um argumento de penalização. Em

2



[39], a não-linearidade considerada se comporta como em [67], porém a aplicação

V satisfaz uma condição local, dada por

(DF ) inf
x2⌦

V (x) < min
x2@⌦

V (x),

onde ⌦ ⇢ IRN é um domı́nio limitado. Ver [11], para a versão complexa de (PSE),

envolvendo uma condição análoga a (DF ).

Resultados de multiplicidade para (PSE) envolvendo a topologia de

determinados conjuntos relacionados ao potencial V podem ser encontrados, por

exemplo, em [24], [35], [36] e suas referências.

A versão de (PSE) envolvendo o operador p-Laplaciano foi investigada, por

exemplo, em [7], [8], [9], [73] e suas referências. Para o operador Biharmônico,

citamos [65] e suas referências.

Quando consideramos " = 1, V ⌘ 0 e K ⌘ 1 em (PNL), estamos lidando

com o seguinte problema não-local do tipo Kirchho↵

(PK)

8
<

:
�M

✓Z

⌦

|ru|2
◆
�u = f(u) ,⌦

u 2 H1
0 (⌦) .

Esta última classe de problemas modela algumas situações em f́ısica e

engenharia. De fato, em 1883, o f́ısico alemão Gustav Kirchho↵ (1824-1887)

propôs, em [52], o seguinte modelo unidimensional para pequenas oscilações

transversais de uma corda elástica com densidade linear constante e extremos

fixados

(K) ⇢utt �
 
P0

h
+

E

2L

Z L

0

����
@u

@x

����
2

dx

!
uxx = 0.

Em (K) os parâmetros L, h, E, ⇢ e P0 têm os seguintes significados: L é o

comprimento da corda, h é a área de seção transversal da corda, E é o módulo

de Young do material que compõe a corda, ⇢ é a densidade de massa e P0 é a

tensão inicial. Além disso, u(x, t) denota o deslocamento sofrido pelo ponto x no

instante t, em relação a posição de repouso.

A equação em (K) estende a clássica equação da onda de D’Alembert por

que considera o efeito gerado pela mudança no comprimento da corda durante

3



as oscilações. Mais especificamente, Kirchho↵ percebeu que a variação da tensão

na corda ao longo do tempo induz uma dependência do quadrado da norma, em

L2(0, L), do gradiente de u. Posteriormente, Woinowsky e Krieger incorporaram

esta correção não-linear na clássica equação da viga de Euler-Bernoulli, ver [18]

e [19].

A versão N -dimensional de (K), com termo de reação não-nulo, é dada por

(V ND)

8
>><

>>:

utt �
✓
m0 + b

Z

⌦

|ru|2
◆
�u = f(u) ,⌦⇥ (0, T )

u = 0 , @⌦⇥ (0, T )
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) ,⌦.

Tal equação modela pequenas vibrações transversais de membranas elásticas

com densidade superficial constante e bordo fixado, ver [55].

Problemas do tipo (V ND) passaram a chamar a atenção da comunidade

cient́ıfica, principalmente, após o pioneiro artigo de Jacques Lions em [56], o qual

foi o primeiro a usar artilharia de análise funcional não-linear para atacá-los.

Do ponto de vista estacionário, muitos trabalhos concernentes a classe de

problemas em (PK) foram publicados nos últimos 10 anos. No interessante

artigo [5]; Alves, Corrêa e Ma, dão um primeiro passo rumo a compreensão do

comportamento dessa classe de problemas. Em [5], são considerados os problemas

do tipo linear e potência. Usando um argumento baseado em homogeneidade, os

autores mostram que o número de soluções do problema eĺıptico está relacionado

com o número de soluções de uma equação algébrica envolvendo a função M .

No mesmo artigo, prova-se a existência de solução positiva via técnicas de

truncamento, Teorema do Passo da Montanha e estimativas de Gidas-Spruck

[47], quando f é superlinear subcŕıtica, M é mais geral do que a função afim e ⌦

é limitado. Ver também [34], para o caso côncavo-convexo subcŕıtico.

Argumentos de truncamento aliados ao Teorema do Passo da Montanha

também são usados em [41] e [59].

O caso cŕıtico com domı́nio limitado foi considerado, por exemplo, em [4], [41],

[45], [54] e suas referências . Para domı́nios ilimitados citamos [20], [51] e suas

referências. Ver [32], [38] e suas referências, para problemas do tipo p-Kirchho↵.

Problemas envolvendo membranas elásticas compostas por dois materiais

4



distintos (cada um dos quais tendo densidade superficial constante) e que

interagem apenas na fronteira, são conhecidos como problemas de transmissão

na fronteira. No caso estacionário, tais problemas foram considerados em [60].

Problemas envolvendo membranas elásticas com fibras confeccionadas

por material não-homogêneo (densidade superficial não-constante) foram

considerados, no caso estacionário, em [42] e [63].

Recentemente, alguns autores têm investigado problemas do tipo (PNL), os

quais passaram a ser conhecidos na literatura como problemas de Schrödinger-

Kirchho↵, ver [64] e [77]. A seguir, ressaltamos alguns trabalhos pioneiros neste

estudo.

Por exemplo, He e Zou, em [49], usando teoria de Lusternik-Schnirelmann e

métodos minimax, provaram um resultado de multiplicidade e comportamento

de concentração de soluções positivas para o problema

(HZ)

8
<

:
�
✓
"2a+ b"

Z

IR3
|ru|2

◆
�u+ V (x)u = f(u) , IR3

u 2 H1(IR3) ,

assumindo, que f 2 C1 satisfaz (AR), tem um crescimento 3-superlinear

subcŕıtico, t 7! f(t)/t3 é crescente,

f 0(s)s2 � 3f(s)s � Ms�, 8 s � 0

e o potencial V verifica a condição (R), introduzida em [67].

Em [74]; Wang, Tian, Xu e Zhang estudaram o problema

(WTXZ)

8
<

:
�
✓
"2a+ b"

Z

IR3
|ru|2

◆
�u+ V (x)u = �f(u) + |u|4u , IR3

u 2 H1(IR3) ,

considerando f apenas cont́ınua, com crescimento 3-superlinear subcŕıtico no

infinito, satisfazendo uma condição mais fraca que (AR) e o potencial V

verificando (R).

Sob essas hipóteses, os autores mostraram que (WTXZ) tem múltiplas

soluções positivas quando � é suficientemente grande, usando teoria de categoria,

métodos minimax e uma técnica introduzida por Szulkin e Weth, em [72].

5



Alves e Figueiredo, em [10], investigaram soluções positivas do problema

(AF )

⇢ L1u = �f(u) , IR3

u 2 H1(IR3) ,

onde L", para " > 0, foi definido em (ONL). Assumindo que M(t) � m0 > 0

é crescente e assintoticamente linear no infinito, as aplicações t 7! (1/2)cM(t) �
(1/4)M(t)t e t 7! M(t)/t são, respectivamente, crescente e decrescente e

lim
t!1

1

t


1

2
cM(t2)� 1

✓
M(t)t

�
= 1;

V = Vp � W , onde Vp é positiva Z3-periódica e W 2 L3/2(IR3) e que f é 3-

superlinear no infinito, subcŕıtica, satisfaz (AR) com ✓ > 4 e t 7! f(t)/t3 é

crescente, eles mostraram a existência de uma solução positiva via Teorema do

Passo da Montanha, para todo � > 0.

Outros resultados para problemas do tipo Schrödinger-Kirchho↵ podem ser

vistos em [32], [33], [50], [53], [64], [77] e suas referências.

Motivados pelas dificuldades envolvidas e pelos resultados citados

anteriormente, dedicamos este trabalho ao estudo de algumas classes de

problemas do tipo Schrödinger-Kirchho↵, as quais passamos a discutir.

No caṕıtulo 1, tratamos um problema do tipo (PNL), com ⌦ = IR3 e K ⌘ 1.

Para sermos mais precisos, estudamos o problema

(P")

⇢ L"u = f(u) , IR3

u 2 H1(IR3) ,

com L" definido em (ONL). As funções M : IR+ ! IR+, V : IR3 ! IRe f : IR! IR

são aplicações cont́ınuas satisfazendo as seguintes hipóteses:

(M1) M é uma função não-decrescente.

(M2) Existe m0 > 0 tal que a aplicação

t 7! [M(t)�m0]

t

é não-crescente.

O potencial V satisfaz:

6



(V1) V0 := inf
x2IR3

V (x) > 0.

(V2) Para cada � > 0 existe um domı́nio lipschitziano ⌦ ⇢ IR3 limitado tal que

V0 < min
x2@⌦

V (x), ⇧ = {x 2 ⌦ : V (x) = V0} 6= ;
e

⇧� = {x 2 IR3 : dist(x,⇧)  �} ⇢ ⌦.

Assumimos que a função f se anula em (�1, 0) e, além disso, satisfaz as

hipóteses abaixo:

(f1)

lim
t!0+

f(t)

t3
= 0.

(f2) Existe q 2 (4, 6) tal que

lim
t!1

f(t)

tq�1
= 0.

(f3) Existe ✓ 2 (4, 6) tal que

0 < ✓F (t)  f(t)t, 8t > 0.

(f4) A aplicação

t 7! f(t)

t3

é não-decrescente em (0,1).

Para uma melhor compreensão das hipóteses acima e de suas consequências,

remetemos o leitor ao Apêndice A.

O principal resultado do caṕıtulo 1 é:

Teorema 0.0.1 Suponha que a função M satisfaz (M1) � (M2), o potencial V

satisfaz (V1) � (V2) e a função f satisfaz (f1) � (f4). Então, dado � > 0 existe

" = "(�) > 0 tal que o problema (P") tem pelo menos cat⇧�
(⇧) soluções positivas,

7



para todo " 2 (0, "). Além disso, se u" denota uma dessas soluções positivas e

⌘" 2 IR3 é seu ponto de máximo global, então

lim
"!0

V (⌘") = V0.

Para comodidade do leitor, as hipóteses no teorema anterior serão enunciadas

novamente no caṕıtulo correspondente.

Enfatizamos que, ao menos em nosso conhecimento, até o presente trabalho,

não existia na literatura dispońıvel resultados envolvendo problemas do tipo

Schrödinger-Kirchho↵, onde o potencial satisfaz uma hipótese como em (DF ),

além disso, a hipótese (M2) é uma hipótese que não aparece em outros trabalhos

envolvendo problemas de Kirchho↵.

De fato, ao tentar adaptar o método de penalização ao problema (P"), nos

deparamos com sérias dificuldades que não aparecem no caso local (Laplaciano).

A seguir, pontuaremos as novidades.

1) O efeito de competição gerado pela presença da função M nos obriga a

exigir um crescimento 3-superlinear do termo de reação, o que contrasta com

o crescimento superlinear no caso do Laplaciano. Esse fato em geral restringe

a geometria do passo da montanha a dimensões 1, 2 e 3. Por esse motivo,

alguns autores usam técnicas de truncamento para obter resultados de existência

via passo da montanha para dimensões maiores do que 3, mas, com exceção de

algumas situações que ocorrem quando se tem crescimento cŕıtico (ver [41]), ao

que parece, esse tipo de argumento acarreta em restrições sobre o tamanho do

parâmetro b, no caso em que M(t) = m0 + bt (ver [21]). Resultados de não-

existência para b grande e N > 3 foram obtidos em [44].

2) Sendo M uma função mais geral do que em [49] e [74], temos uma

dificuldade adicional. Em geral, o limite fraco de sequências Palais-Smale não é

solução fraca do problema autônomo. Em [10], os autores enfrentaram a mesma

dificuldade sob hipóteses distintas na função M .

3) Desde que M e f são aplicações apenas cont́ınuas, não devemos esperar

que a variedade de Nehari M" goze de uma estrutura diferenciável. Isso nos

priva do uso de alguns argumentos clássicos de minimização sobre M", tornando

o trabalho de minimizar sequências Palais-Smale sobre M" altamente não-trivial.
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Além disso, devido a ausência de uma parcela cŕıtica no termo de reação somos

obrigados a contornar algumas dificuldades para adaptar os argumentos de [72], as

quais não aparecem em [74], ver Lemas 1.4.1, 1.4.2 e a demonstração do Teorema

1.5.1.

4) A dependência não-linear da norma de u em (P") nos obriga a usar

argumentos que não aparecem em [39] para mostrar que o funcional energia

penalizado satisfaz a condição Palais-Smale, ver Lema 1.4.6.

5) A presença de M acarreta estimativas totalmente diferentes de [9] e [39],

ver por exemplo a demonstração do Lema 1.4.2. Em particular, foi preciso um

estudo minucioso das hipóteses sobre M , ver Apêndice A.

Neste sentido, nosso trabalho complementa os resultados encontrados em [10],

[49] e [74].

Para finalizar, observamos que nossos resultados são novos mesmo no caso

em que M ⌘ 1, pois retiramos a diferenciabilidade de f . Além disso, o

caṕıtulo 1 desta tese originou um artigo intitulado “Multiplicity and concentration

behavior of positive solutions for a Schrödinger-Kirchho↵ type problem via

penalization method”, o qual foi aceito para publicação na revista“ESAIM:

Control, Optimisation and Calculus of Variations”no ano de 2014.

Benci e Cerami, em [28], investigaram existência e multiplicidade de soluções

positivas para o problema

(BC)�

⇢ ��u+ �u = up�1 ,⌦
u 2 H1

0 (⌦) ,

onde ⌦ ⇢ IRN , com N � 3, é um domı́nio limitado e suave, � > 0 e p 2 (2, 2⇤).

Em [28], mostra-se que considerando a mudança de variável v(x) =

�1/(2�p)u(x/
p
�), obtemos o seguinte problema equivalente

(BC)

⇢ ��v + v = vp�1 ,⌦p
�

v 2 H1
0 (⌦

p
�) ,

onde ⌦p
� :=

p
�⌦.

Usando Teoria de Lusternik-Schnirelmann, os autores mostraram que o

número de soluções de (BC) é afetado pela topologia do domı́nio ⌦, desde que

o parâmetro � assuma valores suficientemente grandes. Posteriormente, em [27],

9



os mesmos autores melhoraram o resultado para uma classe mais geral de não-

linearidades. Ver também [22], [37], [68] e suas referências.

Em [72], Szulkin e Weth revisitaram o problema em [27] e mostraram a

existência de 1 + cat⌦ soluções positivas para o problema, com uma não-

linearidade f mais geral (apenas cont́ınua e sem a condição (AR)), desde que

⌦ tenha uma topologia não-trivial (não-contrátil) e os parâmetros envolvidos

estejam em intervalos adequados.

Alves, em [2], considera a versão de (BC) para o operador p-laplaciano,

(A)

⇢ ��pu+ |u|p�2u = f(u) ,⌦�
u 2 H1

0 (⌦�) .

Assumindo que f 2 C1 é superlinear subcŕıtica, satisfaz a condição (AR) com

✓ > p e

(HA) f 0(t)t� (p� 1)f(t) � Ct⌘, 8 t > 0,

com ⌘ num intervalo adequado, o autor consegue provar os mesmos resultados

obtidos em (BC). Ressaltamos que nos argumentos em [2] a diferenciabilidade é

fundamental. Outros resultados envolvendo o operador p-laplaciano podem ser

vistos em [6] e suas referências.

Inspirados pelos resultados obtidos em [2], [27], [28] e [72], atacamos, no

caṕıtulo 2, uma versão não-local de (BC). Mais especificamente, estudamos o

problema (PNL) com ⌦� := �⌦ no lugar de ⌦, K ⌘ V ⌘ 1 e " ⌘ 1. Ou seja,

estudamos o problema

(P⌦�
)

⇢ Lu = f(u) ,⌦�
u 2 H1

0 (⌦�) ,

onde L é um operador não-local definido por

Lu = M

✓Z

⌦�

|ru|2dx+

Z

⌦�

u2dx

◆
[��u+ u] .

Entre outras hipóteses, as funções M e f satisfazem:

(M 0
2) Existe m0 > 0 tal que

M(t) � m0, 8t � 0.
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(M 00
2 ) A aplicação

t 7! M(t)

t

é decrescente.

(f5) f é uma função localmente Lipschitz-cont́ınua em (0,+1).

O principal resultado do caṕıtulo 2 é:

Teorema 0.0.2 Se a aplicação M satisfaz (M1), (M 0
2) e (M 00

2 ) e a aplicação f

satisfaz (f1)� (f5) então existe �⇤ > 0 tal que o problema (P⌦�
) admite ao menos

cat⌦ soluções positivas, para todo � 2 [�⇤,1). Além disso, se ⌦ não é contrátil

então (P⌦�
) admite ao menos 1 + cat⌦ soluções positivas.

As hipóteses do teorema anterior serão enunciadas novamente ao longo da

tese. Abaixo pontuamos as novidades que surgem no estudo de (P⌦�
).

1) Novamente a não-diferenciabilidade de M e f acarretam dificuldades que

não aparecem em [2], [27] e [28]. Por exemplo, não podemos usar (HA) para

obter resultados de compacidade sobre a variedade de Nehari. Para contornar

esses impasses, nos inspiramos em [72] e em resultados obtidos no caṕıtulo 1 (ver

seção 2.2) .

2) A presença da função M requer cautela na obtenção de várias estimativas,

isso gera dificuldades análogas as que enfrentamos no caṕıtulo 1, entretanto, em

comparação com o caṕıtulo 1, aqui, fomos capazes de enfraquecer as hipóteses

sobre M , ver Lema 1.0.1(ii) e Observação 1.0.1.

Em [57], Liu e Wang estudaram o problema

(LW )

⇢ ��u = �u+ f(u) ,⌦
u 2 H1

0 (⌦) .

Assumindo f cont́ınua, superlinear subcŕıtica, tal que t 7! f(t)/|t| é crescente
e a primitiva F verifica lim|t|!1 F (t)/t2 = 1, os autores mostraram que (LW )

admite uma solução nodal (muda de sinal) com energia mı́nima, sempre que

� < �1 e ⌦ é limitado.

Observamos que a existência de solução nodal para (LW ) com energia mı́nima

foi primeiramente estudada em [71], sob hipóteses mais fortes em f . Entretanto,
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os argumentos em [71] não estavam completamente corretos, pois em geral,

aplicações do tipo

E 7! IR , u 7!
Z

⌦

|ru±|2

não são de classe C1, como é observado em [72].

A primeira prova correta da existência de solução nodal para (LW ) com

energia mı́nima, foi dada em [31], sob hipóteses mais fortes que em [57].

Outros artigos relacionados a existência de solução nodal com energia mı́nima

para o caso local podem ser vistos em [3], [12], [13], [23], [25], [26] e suas

referências.

Com relação a existência de solução nodal com energia mı́nima para problemas

não-locais, existem poucos (e recentes) trabalhos na literatura. Citaremos dois

deles.

Alves e Souto, em [14], estudaram o seguinte problema

(AS)

⇢ ��u+ �uu = f(u) ,⌦
u 2 H1

0 (⌦) ,

onde ⌦ ⇢ IR3 é um domı́nio limitado e, para cada u 2 H1
0 (⌦), �u é um termo não-

local obtido pelo Teorema de Lax-Milgram, o qual verifica algumas propriedades.

Assumindo que f 2 C1 é superlinear quasicŕıtica, limt!1 F (t)/t4 = 1 e

t 7! f(t)/t3 é crescente em |t|, os autores mostraram, usando argumentos de

minimização e Lema de deformação quantitativa, a existência de uma solução

nodal com energia mı́nima, a qual possui exatamente dois domı́nios nodais.

Por outro lado, Figueiredo e Nascimento, em [43], estudaram a equação

(FN)

8
<

:
�M

✓Z

⌦

|ru|2
◆
�u = f(u) ,⌦

u 2 H1
0 (⌦) .

Os autores consideraramM 2 C1 crescente, comM(t) � m0 > 0 e t 7! M(t)/t

decrescente. A função f 2 C1 é superlinear subcŕıtica, verificando a condição

(AR) e tal que t 7! f(t)/t3 é crescente em |t|. Sob essas hipóteses, eles mostraram

o mesmo resultado de (AS) para (FN).

Ao menos em nosso conhecimento, não existem trabalhos investigando solução
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nodal com energia mı́nima para problemas não-locais em domı́nios ilimitados.

Essa lacuna será preenchida no caṕıtulo 3 desta tese.

Consideramos ⌦ = IR3 e " = 1 em (PNL). Desta forma, trataremos o

problema

(P )

⇢ L1u = K(x)f(u) , IR3

u 2 D1,2(IR3) ,

onde L1 é um operador não-local definido por

L1u = M

✓Z

IR3
|ru|2dx+

Z

IR3
V (x)u2dx

◆
[��u+ V (x)u] .

As funções V , K e f satisfazem as seguintes hipóteses:

(I) V (x), K(x) > 0 para x 2 IR3 e K 2 L1(IR3).

(II) Se {An} ⇢ IR3 é uma sequência de conjuntos de Borel tais que |An|  R

para todo n 2 IN e algum R > 0, então

lim
r!+1

Z

An\Bc
r(0)

K(x)dx = 0, uniformemente em n 2 IN . (2)

(III) Uma das condições abaixo ocorre:

K

V
2 L1(IR3), (3)

ou existe p 2 (2, 6) tal que

lim
|x|!1

K(x)

V (x)(6�p)/4
= 0. (4)

(f 0
1)

lim
t!0

f(t)

t3
= 0, se ocorre (3) ou (4), para algum p 2 (2, 4],

e

lim
t!0

f(t)

|t|p�1
= 0, se (4) ocorre para algum p 2 (4, 6).

(f 0
2)

lim
|t|!1

f(t)

t5
= 0.
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(f 0
3)

lim
|t|!1

F (t)

t4
= +1.

(f 0
4) A aplicação

t 7! f(t)

|t|3
é não-decrescente em IR\{0}.

Observamos que as hipóteses (I), (II) e (III) foram primeiramente

consideradas em [15].

Enunciamos agora o principal resultado do caṕıtulo 3:

Teorema 0.0.3 Suponha que a função M é apenas cont́ınua e satisfaz (M1),

(M 0
2) e (M 00

2 ), as aplicações V e K satisfazem (I) � (III) e a função f

satisfaz (f 0
1) � (f 0

4). Então o problema (P ) possui uma solução nodal de energia

mı́nima. Além disso, se f é ı́mpar então (P ) admite infinitas soluções (não

necessariamente nodais).

As hipóteses anteriores serão novamente enunciadas no caṕıtulo 3. A seguir

pontuamos as novidades e dificuldades envolvidas no estudo de (P ).

1) Devido a presença do termo não-local temos que J(u) > J(u+) + J(u�) e,

pelo mesmo motivo, J 0(u+)u+ < 0 e J 0(u�)u� < 0 para todo u num subconjunto

M da variedade de Nehari N de J , onde buscaremos soluções de (P ), com J

sendo o funcional energia associado a (P ). Tais fatos nos impedem de usar

argumentos de minimização do mesmo modo que em [13], [26] e [72]. Em [14]

e [43] é enfrentada a mesma dificuldade. Neste sentido novas estimativas foram

necessárias, como por exemplo as que aparecem na demonstração do Teorema

3.1.1.

2) Diferentemente de [14] e [43], em nosso caso, as funções M e f não

são diferenciáveis, assim não devemos esperar a existência de uma estrutura

diferenciável nos conjuntos N e M. Em verdade, mesmo quando M e f são

diferenciáveis, não podemos garantir a diferenciabilidade de M em E pois as

aplicações u 7! u± são apenas cont́ınuas em E, para maiores detalhes a respeito
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deste assunto remetemos o leitor a [25], seção 3. Para contornar essa não-

diferenciabilidade, adaptamos ao nosso caso as idéias de [72]. Ver, por exemplo,

a parte 2 da prova do Teorema 3.1.1 .

3) Uma vez que não exigimos a clássica condição de Ambrosetti-Rabinowitz

(AR) sobre f , não é trivial que sequências Palais-Smale sejam limitadas. Além

disso, também temos problemas com falta de compacidade devido estarmos

trabalhando em IR3. Superamos essas dificuldades, respectivamente, com as idéias

em [72] e [15].

4) Diferentemente de alguns artigos, ver por exemplo [14] e [43], não fazemos

uso do Teorema de Miranda (ver [61]), na busca por pontos cŕıticos da função

g(t, s) = J(tu+ + su�). Em vez disso, usamos um método iterativo e as

propriedades de J para construir uma sequência cujo limite é ponto cŕıtico de

g, ver Lema 3.2.4.

5) Permanece aberta a questão do número de domı́nios nodais da solução nodal

de energia mı́nima encontrada no caṕıtulo 3 desta tese. De fato, as dificuldades

mencionadas em 1) não nos permitem usar argumentos como em [13], [26] e [72].

Encerramos esta tese com alguns apêndices que têm como objetivo esclarecer

alguns dos resultados usados ao longo do texto. No Apêndice A, discutimos

mais detalhadamente as hipóteses requeridas das funções M e f . No Apêndice B,

enunciamos algumas definições e propriedades da categoria relativa e no Apêndice

C fazemos um pequeno resumo das principais propriedades do grau topológico de

Brouwer.
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Notações

C, eC e Ci := constantes positivas cujo valor exato não é relevante.

|A| := medida de Lebesgue de um conjunto mensurável A ⇢ IRN .

Z

A

f := integral de Lebesgue de uma função f sobre o conjunto A.

u+ := max{u, 0}.

u� := min{u, 0}.

⇤ := fim da demonstração de uma afirmação.

:= fim da demonstração de um teorema, proposição, lema ou corolário.

|u|s := norma de u em Ls(IR3).

eu := extensão de u a IR3, nula fora do domı́nio de u.

cat⌦ := categoria de ⌦ relativa a ⌦.

�⌦ := função caracteŕıstica do conjunto ⌦.

suppu := suporte de uma função u.

S' := conjunto dos pontos cŕıticos de uma aplicação diferenciável '.
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Caṕıtulo 1

Um problema não-local via
método de penalização

1.1 Introdução

Como já foi mencionado, neste primeiro caṕıtulo devemos focar nossa atenção

sobre questões de existência, multiplicidade e comportamento de concentração de

soluções positivas para o seguinte problema

(P")

⇢ L"u = f(u) , IR3

u 2 H1(IR3) ,

onde " > 0 é um parâmetro pequeno, L" é um operador não-local definido por

L"u = M

✓
1

"

Z

IR3
|ru|2dx+

1

"3

Z

IR3
V (x)u2dx

◆⇥�"2�u+ V (x)u
⇤
.

As funções M : IR+ ! IR+, V : IR3 ! IRe f : IR! IR são aplicações cont́ınuas

satisfazendo as seguintes hipóteses:

(M1) M é uma função crescente.

(M2) Existe m0 > 0 tal que a aplicação

t 7! [M(t)�m0]

t

é não-crescente.

O potencial V é uma função cont́ınua satisfazendo:
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(V1) V0 := inf
x2IR3

V (x) > 0.

(V2) Para cada � > 0 existe um domı́nio lipschitziano ⌦ ⇢ IR3 limitado tal que

V0 < min
x2@⌦

V (x), ⇧ = {x 2 ⌦ : V (x) = V0} 6= ;
e

⇧� = {x 2 IR3 : dist(x,⇧)  �} ⇢ ⌦.

Uma vez que estamos interessados em obter soluções positivas, assumimos que

a função f se anula em (�1, 0) e, além disso, satisfaz as hipóteses abaixo:

(f1)

lim
t!0+

f(t)

t3
= 0.

(f2) Existe q 2 (4, 6) tal que

lim
t!1

f(t)

tq�1
= 0.

(f3) Existe ✓ 2 (4, 6) tal que

0 < ✓F (t)  f(t)t, 8t > 0.

(f4) A aplicação

t 7! f(t)

t3

é não-decrescente em (0,1).

Para uma melhor compreensão das hipóteses acima e de suas consequências,

remetemos o leitor ao Apêndice A.

Considerando a mudança de variável x = "z em (P"), obtemos o problema

equivalente

( eP")
⇢ eL"u = f(u) , IR3

u 2 H1(IR3) ,
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onde
eL"u = M

✓Z

IR3
|ru|2dx+

Z

IR3
V ("x)u2dx

◆
[��u+ V ("x)u] .

A seguir, enunciamos o principal resultado deste caṕıtulo. Entretanto, antes

do seu enunciado, recomendamos a leitura do Apêndice B onde recordamos a

definição de categoria.

Teorema 1.1.1 Suponha que a função M satisfaz (M1) � (M2), o potencial V

satisfaz (V1) � (V2) e a função f satisfaz (f1) � (f4). Então, dado � > 0 existe

" = "(�) > 0 tal que o problema (P") tem pelo menos cat⇧�
(⇧) soluções positivas,

para todo " 2 (0, "). Além disso, se u" denota uma dessas soluções positivas e

⌘" 2 IR3 é seu ponto de máximo global, então

lim
"!0

V (⌘") = V0.

Este caṕıtulo está organizado como segue. Na seção 1.2 definimos um

problema auxiliar adequado. Na seção 1.3 estudamos o problema autônomo

associado e obtemos um resultado de compacidade que será usado na seção 1.5 .

Na seção 1.4 provamos a existência de uma solução ground-state (energia mı́nima)

para o problema auxiliar. Na seção 1.5 relacionamos o número de soluções do

problema auxiliar com a topologia do conjunto ⇧ usando teoria de categoria de

Lusternik-Schnirelmann [58]. Na seção 1.6 provamos o principal resultado usando

método de iteração de Moser [62].

1.2 Um problema auxiliar

Em nossa abordagem para atacar o problema (P"), adaptaremos um argumento

introduzido em [39]. Isto é, inicialmente faremos uma penalização na não-

linearidade f , adequada ao nosso caso, e estudaremos um problema auxiliar

(P",A). Em um segundo momento, trataremos de mostrar que as soluções obtidas

para (P",A) são também soluções de (P").

Para tanto, sejam k > 1/m0 e a > 0 tais que f(a) = (V0/k)a, onde m0 é dado

em (M2) e V0 é dado em (V1). Note que um tal a existe devido às hipóteses (f1)

e (f4).
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Agora, penalizamos a função f , definindo

ef(t) =
⇢

f(t) , t  a,
(V0/k)t , t > a.

Sendo assim, para cada � > 0 dado, definimos

g(x, t) = �⌦(x)f(t) + (1� �⌦(x)) ef(t),

onde ⌦ é o conjunto (que depende de �) introduzido na hipótese (V2).

Segue da definição, das hipóteses (f1) � (f4) e de (V1) que g é uma função

Carathéodory e satisfaz:

(g1)

lim
t!0+

g(x, t)

t3
= 0, uniformemente em x 2 IR3.

(g2)

lim
t!1

g(x, t)

tq�1
= 0, uniformemente em x 2 IR3.

(g3) (i)

0  ✓G(x, t) < g(x, t)t, 8x 2 ⌦ e 8t > 0

(ii)

0  2G(x, t)  g(x, t)t  1

k
V (x)t2, 8x 2 IR3\⌦ e 8t > 0.

(g4) Para cada x 2 ⌦ a aplicação t 7! g(x, t)/t3 é não-decrescente em (0,1) e

para cada x 2 IR3\⌦ a aplicação t 7! g(x, t)/t3 é não-decrescente em (0, a).

Ainda pela definição de g, temos g(x, t)  f(t) para todos x 2 IR3 e t � 0 e

g(x, t) = 0 para todos x 2 IR3 e t 2 (�1, 0).

Observação 1.2.1 O ponto fundamental da penalização acima

é que constrúımos uma não-linearidade que tem um crescimento 3-superlinear

em t para cada x 2 ⌦, necessário para obter a segunda geometria do passo da

montanha, porém é linear em t, para cada x 2 IR3\⌦ e t � a, assim como em

[39], o que nos permite provar a condição Palais-Smale.
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Ao longo deste caṕıtulo nosso trabalho se dividirá em duas partes. A primeira

parte consiste em estudar a existência e multiplicidade de soluções positivas para

o problema auxiliar

(P",A)

⇢ eL"u = g("x, u) , IR3

u 2 H1(IR3) ,

o que será feito nas seções 1.4 e 1.5. A segunda parte consiste em mostrar que as

soluções u" obtidas para (P",A) possuem um comportamento de concentração e

verificam u"(x) < a para cada x 2 IR3\⌦, portanto, são também soluções de ( eP"),
isso é feito na seção 1.6.

1.3 O problema autônomo

1.3.1 Estrutura variacional e notações

Como veremos na seção 1.5, para relacionar o número de soluções de (P") com a

topologia do conjunto dos pontos de mı́nimo global do potencial V , é importante

fazer um estudo a respeito da existência de soluções ground-state positivas e

do comportamento de sequências minimizantes sobre a variedade de Nehari

associados ao caso autônomo do problema ( eP"). Em vista disso, dedicaremos

esta seção ao estudo do problema

(Pµ)

⇢
Lµu = f(u) , IR3

u 2 H1(IR3) ,

onde, para cada µ > 0,

Lµu := M

✓Z

IR3
|ru|2dx+

Z

IR3
µu2dx

◆
[��u+ µu] .

Investigaremos as soluções de (Pµ) buscando pontos cŕıticos do funcional

Iµ(u) =
1

2
cM
✓Z

IR3
|ru|2 +

Z

IR3
µu2

◆
�
Z

IR3
F (u),

onde cM(t) =

Z t

0

M(s)ds e F (t) =

Z t

0

f(s)ds, o qual está bem definido sobre o

espaço Hµ = H1(IR3), munido do produto interno

(u, v)µ =

Z

IR3
rurv +

Z

IR3
µuv,
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e da norma proveniente

kuk2µ =

Z

IR3
|ru|2 +

Z

IR3
µu2.

Uma vez que, para cada µ > 0, a norma k.kµ é equivalente a norma usual de

H1(IR3), temos que (Hµ, (., .)µ) é um espaço de Hilbert.

Por outro lado, desde que M e f são cont́ınuas, o funcional Iµ é de classe

C1(Hµ, IR) e

I 0µ(u)v = M(kuk2µ)(u, v)µ �
Z

IR3
f(u)v, 8u, v 2 Hµ.

Note porém, que, a rigor, Iµ não é de classe C2(Hµ, IR), pois M e f são apenas

cont́ınuas. Definimos a variedade de Nehari associada a Iµ por

Nµ = {u 2 Hµ\{0} : I 0µ(u)u = 0}.

Devido a regularidade do funcional Iµ, não podemos garantir que Nµ é uma

variedade de classe C1 modelada sobre Hµ.

Denotamos por H+
µ o subconjunto de Hµ dado por

H+
µ := {u 2 Hµ : u+ 6= 0},

e por S+
µ o conjunto S+

µ := Sµ \H+
µ , onde Sµ é a esfera unitária de Hµ.

Lema 1.3.1 O conjunto H+
µ é aberto em Hµ.

Demonstração: Suponha por contradição que existe u 2 H+
µ \ @H+

µ . Assim,

obtemos uma sequência {un} ⇢ Hµ\H+
µ tal que un ! u em Hµ. Logo,

|supp(u+
n )| = 0, 8 n 2 IN, (1.1)

e

u+
n (x) ! u+(x) q.t.p. em IR3. (1.2)

De (1.1) e (1.2), temos que

u+(x) = lim
n!1

u+
n (x) = 0 q.t.p. em IR3.
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Mas isso contradiz o fato de que u 2 H+
µ . Portanto H+

µ é aberto.

Desde que Hµ é um espaço de Hilbert, mostra-se que k.k 2 C1,1(Hµ\{0}, IR)
e tem derivada dada por

(k.kµ)0(u)v = (u, v)µ/kukµ.

Do teorema da função impĺıcita em espaços de Banach, conclúımos que Sµ é uma

C1,1-variedade modelada sobre Hµ com co-dimensão 1.

Assim, S+
µ é uma C1,1-variedade não-completa (como espaço métrico) de Hµ

inteiramente contida no aberto H+
µ . Consequentemente, para cada u 2 S+

µ , temos

a seguinte decomposição

Hµ = TuS
+
µ � IRu,

onde TuS+
µ = {v 2 Hµ : (u, v)µ = 0}.

Finalmente, definimos uma solução fraca de (Pµ) como sendo uma função

u 2 Hµ tal que

M(kuk2µ)(u, v)µ =

Z

IR3
f(u)v, 8v 2 Hµ.

Portanto, pontos cŕıticos de Iµ são soluções fracas de (Pµ).

1.3.2 Solução ground-state para o problema autônomo

O principal objetivo desta subseção é a demonstração do Teorema 1.3.1 e do

Lema 1.3.5 . Devido a falta de diferenciabilidade das funções envolvidas em

nosso problema, adotaremos uma abordagem inspirada em [72], como ocorre em

[74]. Entretanto, diferentemente de [74], em nosso caso, veremos que Nµ não é

homeomorfa a esfera. Tal fato acarreta o surgimento de dificuldades técnicas, ver

Lema 1.3.2(A4) e a demonstração do Lema 1.3.5 .

Lema 1.3.2 Suponha que a função M satisfaz (M1)� (M2) e a função f satisfaz

(f1)� (f4). Assim:

(A1) Para cada u 2 H+
µ , definimos hu : IR+ ! IR por hu(t) = Iµ(tu). Então,

existe um único tu > 0 tal que h0
u(t) > 0 em (0, tu) e h0

u(t) < 0 em (tu,1).
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(A2) Existe ⌧ > 0, independente de u, tal que tu � ⌧ para todo u 2 S+
µ .

Além disso, para cada conjunto compacto W ⇢ S+
µ existe CW > 0 tal que

tu  CW , para todo u 2 W.

(A3) A aplicação bmµ : H+
µ ! Nµ, definida por bmµ(u) = tuu, é cont́ınua. A

aplicação mµ : S+
µ ! Nµ, definida por mµ = (bmµ)|

S+
µ

, é um homeomorfismo

entre S+
µ e Nµ. Além disso, a inversa de mµ é dada por m�1

µ (u) = u/kukµ.

(A4) Se dist(un, @S+
µ ) ! 0, para alguma sequência {un} ⇢ S+

µ , então

kmµ(un)kµ ! 1 e Iµ(mµ(un)) ! 1.

Demonstração:

(A1) Devido a (M2), (f1) e (f2) (ver Lema 1.0.1(ii), Observação 1.0.1 e Lema

1.0.5(i)), segue que para cada u 2 H+
µ

hu(t) = Iµ(tu) � m0

2
t2kuk2µ �

⇠

2
t4
Z

IR3
(u+)4 � C⇠

q
tq
Z

IR3
(u+)q.

Das imersões cont́ınuas de Sobolev,

hu(t) � m0

2
t2kuk2µ � ⇠C1t

4kuk4µ � C2t
qkukqµ.

Escolhendo t > 0 suficientemente pequeno, obtemos ↵ > 0 tal que hu(t) � ↵.

Por outro lado, fixado u 2 H+
µ segue-se de (M2) e (f3) (ver Lemas 1.0.1(ii) e

1.0.5(ii)) que, para cada t > 0

hu(t)  C1kuk2µt2 + C2kuk4µt4 � C3

Z

O
(u+)✓t✓ + C4|O|, (1.3)

onde O ⇢ supp(u+) é um subconjunto mensurável de medida positiva e finita.

Uma vez que ✓ 2 (4, 6), existe t⇤ > 0 suficientemente grande tal que hu(t⇤) < 0.

Sendo a aplicação hu : [0,1) ! IR cont́ınua, ela admite ao menos um ponto

de máximo tu > 0. Devido as hipóteses (M2) (ver Lema 1.0.1(ii)) e (f4), segue-se

que tu é o único ponto cŕıtico de hu e portanto tu é ponto de máximo global.

Com efeito, suponha por contradição que existem números reais positivos

t1 > t2 tais que h0
u(t1) = h0

u(t2) = 0. Segue da definição de hu e das hipóteses

mencionadas que

0 >
M(kt1uk2µ)
kt1uk2µ

� M(kt2uk2µ)
kt2uk2µ

=
1

kuk4µ

Z

IR3


f(t1u)

(t1u)3
� f(t2u)

(t2u)3

�
u4 � 0,
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o que não faz sentido.

Sendo assim, para cada u 2 H+
µ , a aplicação hu tem um único ponto de

máximo global tu > 0, o que demonstra (A1). Note que tu é o único real positivo

satisfazendo tuu 2 Nµ, pois h0
u(t) = 0 se, e somente se, tu 2 Nµ.

(A2) Seja u 2 S+
µ . De (M2), (f1), (f2) e das imersões cont́ınuas de Sobolev

m0tu  M(t2u)tu =

Z

IR3
f(tuu)u  ⇠C1t

3
u + C⇠C2t

q�1
u .

Assim, existe ⌧ > 0 (independente de u) tal que tu � ⌧ .

Finalmente, se W ⇢ S+
µ é compacto, suponha por contradição que existe

{un} ⇢ W tal que tn = tun ! 1. Sendo W compacto, existe u 2 W com un ! u

em Hµ. Da desigualdade em (1.3), conclúımos que

Iµ(tnun) ! �1. (1.4)

Por outro lado, note que se v 2 Nµ, então por (f3)

Iµ(v) = Iµ(v)� 1

✓
I 0µ(v)v � 1

2
cM(kvk2µ)�

1

✓
M(kvk2µ)kvk2µ.

Uma vez que {tnun} ⇢ Nµ, obtemos

1

t2n
Iµ(tnun) � 1

t2n


1

2
cM(t2n)�

1

✓
M(t2n)t

2
n

�
, 8n 2 IN.

Para n suficientemente grande, segue-se de (1.4) e da hipótese (M2) (ver Lema

1.0.2(ii) e Observação 1.0.1) que

0 �
✓
✓ � 2

2✓

◆
m0 > 0,

o que é uma contradição. Portanto (A2) é verdadeira.

(A3) Vejamos primeiramente que bmµ e m�1
µ estão bem definidas. De fato,

para cada u 2 H+
µ segue, de (A1), que existe um único bmµ(u) 2 Nµ. Por outro

lado, se u 2 Nµ então

0 < M(kuk2µ)kuk2µ =

Z

IR3
f(u)u =

Z

supp(u+)

f(u)u.

Logo, |supp(u+)| > 0, ou equivalentemente, u 2 H+
µ . Assim, m�1

µ (u) = u/kukµ 2
S+
µ e m�1

µ está bem definida.
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Desde que,

m�1
µ (mµ(u)) = m�1

µ (tuu) =
tuu

tukukµ = u, 8 u 2 S+
µ

e

mµ(m
�1
µ (u)) = mµ

✓
u

kukµ

◆
= t( u

kukµ )
u

kukµ = u, 8 u 2 Nµ,

conclúımos que mµ é bijetiva com inversa m�1
µ .

Finalmente, segue da definição de m�1
µ a sua continuidade. Para mostrar que

bmµ : H+
µ ! Nµ é cont́ınua, sejam {un} ⇢ H+

µ e u 2 H+
µ tais que un ! u em Hµ.

De (A2), existe t0 > 0 tal que kunkµtun = t( un
kunkµ ) ! t0. Assim, tun ! t0/kukµ.

Desde que, tunun 2 Nµ temos

M(t2un
kunk2µ)tunkunk2µ =

Z

IR3
f(tunun)un, 8 n 2 IN.

Passando ao limite de n ! 1, conclúımos que

M

✓
t20

kuk2µ
kuk2µ

◆
t0

kukµkuk
2
µ =

Z

IR3
f

✓
t0

kukµu
◆
u.

Donde (t0/kukµ)u 2 Nµ e consequentemente tu = t0/kukµ, mostrando que

bmµ(un) ! bmµ(u). Logo, bmµ e mµ são cont́ınuas.

(A4) Seja {un} ⇢ S+
µ uma sequência tal que dist(un, @S+

µ ) ! 0. Desde que,

para cada v 2 @S+
µ e n 2 IN, temos

u+
n (x)  |un(x)� v(x)| q.t.p. em IR3,

segue-se que
Z

IR3
(u+

n )
s  inf

v2@S+
µ

Z

IR3
|un � v|s, 8 n 2 IN e 8s 2 [2, 6]. (1.5)

Das imersões de Sobolev, existe C(s) > 0 such that
Z

IR3
(u+

n )
s  C(s) inf

v2@S+
µ

⇢Z

IR3

⇥|r(un � v)|2 + µ(un � v)2
⇤�s/2

= C(s)dist(un, @S
+
µ )

s, 8 n 2 IN.

De (f1) e (f2) existem constantes positivas C1 e C2, tais que, para cada t > 0
Z

IR3
F (tun)  C1t

4

Z

IR3
(u+

n )
4 + C2t

q

Z

IR3
(u+

n )
q

 C1C(4)t4dist(un, @S
+
" )

4

+ C2C(q)tqdist(un, @S
+
" )

q.
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Portanto,

lim sup
n!1

Z

IR3
F (tun)  0, 8t > 0.

Da definição de mµ, temos que

lim inf
n!1

Iµ(mµ(un)) � lim inf
n!1

Iµ(tun) � 1

2
cM(t2), 8 t > 0.

Segue-se de (M2) que

lim
n!1

Iµ(mµ(un)) = 1.

Desde que 1
2
cM(t2un

) � Iµ(mµ(un)), para cada n 2 IN, conclúımos de (M2) que

kmµ(un)kµ ! 1 quando n ! 1. O Lema está provado.

Definamos agora as aplicações

b µ : H+
µ ! IR e  µ : S+

µ ! IR,

por b µ(u) = Iµ(bmµ(u)) e  µ := (b µ)|
S+
µ

.

Do Lema 1.3.2, segue-se que b µ e  µ estão bem definidas e são cont́ınuas.

A proposição que segue nos diz que as aplicações definidas anteriormente são

diferenciáveis. Ao menos em nosso conhecimento, esse resultado foi demonstrado

primeiramente em [72], como um resultado abstrato para funcionais, apenas

C1, cuja variedade de Nehari é homeomorfa a toda a esfera. Ainda em [72] é

mencionada a validade do mesmo para funcionais que se comportam como Iµ.

Sendo assim, para maior clareza dos resultados, faremos a demonstração.

Proposição 1.3.1 Sob as hipóteses do Lema 1.3.2,

(a) b µ 2 C1(H+
µ , IR) e

b 0
µ(u)v =

kbmµ(u)kµ
kukµ I 0µ(bmµ(u))v, 8u 2 H+

µ e 8v 2 Hµ.

(b)  µ 2 C1(S+
µ , IR) e

 0
µ(u)v = kmµ(u)kµI 0µ(mµ(u))v, 8v 2 TuS

+
µ .

(c) Se {un} é uma sequência (PS)d para  µ então {mµ(un)} é uma sequência

(PS)d para Iµ. Se {un} ⇢ Nµ é uma sequência (PS)d limitada para Iµ

então {m�1
µ (un)} é uma sequência (PS)d para  µ.
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(d) u é um ponto cŕıtico de  µ se, e somente se, mµ(u) é um ponto cŕıtico

não-trivial de Iµ. Além disso, os valores cŕıticos correspondentes coincidem

e

inf
S+
µ

 µ = inf
Nµ

Iµ. (1.6)

Demonstração:

(a) Sejam u 2 H+
µ e v 2 Hµ. Usando, respectivamente, a definição de b µ, a

definição de tu e o Teorema do Valor Médio, resulta que

b µ(u+ sv)� b µ(u) = Iµ(t(u+sv)(u+ sv))� Iµ(tuu)

 Iµ(t(u+sv)(u+ sv))� Iµ(t(u+sv)u)

= I 0µ(t(u+sv)(u+ ⌧sv))t(u+sv)sv,

onde |s| é suficientemente pequeno e ⌧ 2 (0, 1). Por outro lado,

b µ(u+ sv)� b µ(u) � Iµ(tu(u+ sv))� Iµ(tuu) = I 0µ(tu(u+ &sv))tusv,

onde & 2 (0, 1). Sendo a aplicação u 7! tu cont́ınua, segue das desigualdades

anteriores que

lim
s!0

b µ(u+ sv)� b µ(u)

s
= tuI

0
µ(tuu)v =

kbmµ(u)kµ
kukµ I 0µ(bmµ(u))v.

Sendo Iµ 2 C1(Hµ, IR) e bmµ cont́ınua, segue-se que a derivada de Gateaux de b 
é linear e limitada em v e cont́ınua em u. Logo, de [[76], Proposition 1.3], temos
b 2 C1(H+

µ , IR) e

b 0
µ(u)v =

kbmµ(u)kµ
kukµ I 0µ(bmµ(u))v, 8u 2 H+

µ e 8v 2 Hµ.

(b) Seja � : [0, 1] ! S+
µ uma curva diferenciável tal que �(0) = u e �0(0) = v.

Então, por definição

 0
µ(u)v =

d

dt
b µ(�(t))|t=0 .

Da Regra da Cadeia e do ı́tem (a), obtemos

 0
µ(u)v = b 0

µ(�(0))�
0(0) = kmµ(u)kµI 0µ(mµ(u))v.
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(c) Uma vez que Hµ = TuS+
µ � IR u, para cada u 2 S+

µ , conclúımos que a

projeção linear P : Hµ ! TuS+
µ definida por P (v + tu) = v é cont́ınua, isto é,

existe C > 0 tal que

kvkµ  Ckv + tukµ, 8 u 2 S+
µ , v 2 TuS

+
µ e t 2 IR . (1.7)

Do ı́tem (b), temos que

k 0
µ(u)k⇤ = sup

v2TuS+
µ

kvkµ=1

 0
µ(u)v = kwkµ sup

v2TuS+
µ

kvkµ=1

I 0µ(w)v, (1.8)

onde w = mµ(u). Desde que u = m�1
µ (w) = w/kwkµ e w 2 Nµ, temos

I 0µ(w)u = I 0µ(w)
w

kwkµ = 0. (1.9)

De (1.8), resulta que

k 0
µ(u)k⇤  kwkµkI 0µ(w)k = kwkµ sup

v2TuS+
µ ,t2IR

v+tu 6=0

I 0µ(w)(v + tu)

kv + tukµ .

Assim, de (b), (1.7) e (1.9)

k 0
µ(u)k⇤  Ckwkµ sup

v2TuS
+
µ \{0}

I 0µ(w)(v)

kvkµ = Ck 0
µ(u)k⇤.

Mostrando que,

k 0
µ(u)k⇤  kwkkI 0µ(w)k  Ck 0

µ(u)k⇤, 8 u 2 S+
µ . (1.10)

Desde que w 2 Nµ, temos kwk � ⌧ > 0. Portanto, a desigualdade em (1.10)

juntamente com o fato que Iµ(w) =  µ(u) demonstram o ı́tem (c).

(d) Segue de (1.10) que  0
µ(u) = 0 se, e somente se, I 0µ(w) = 0. A outra parte

segue da definição de  µ.

Um argumento análogo ao da demonstração do Lema 1.3.2(A1) nos permite

concluir que Iµ tem a geometria do passo da montanha. Segue de uma versão do

Teorema do Passo da Montanha sem a condição Palais-Smale, a qual pode ser

encontrada em [[76], Theorem 1.15], que existe {un} ⇢ Hµ satisfazendo

Iµ(un) ! cµ and I 0µ(un) ! 0, (1.11)
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onde cµ é o ńıvel minimax associado a Iµ, definido por

cµ = inf
�2�

sup
t2[0,1]

Iµ(�(t)),

com � = {� 2 C([0, 1], Hµ) : �(0) = 0 e Iµ(�(1)) < 0}.

Lema 1.3.3

cµ = inf
u2Nµ

Iµ(u) = inf
u2H+

µ

max
t>0

Iµ(tu) = inf
u2S+

µ

max
t>0

Iµ(tu).

Demonstração: Desde que bmµ(u) = bmµ(u/kukµ), para todo u 2 H+
µ , temos

inf
u2H+

µ

max
t>0

Iµ(tu) = inf
u2S+

µ

max
t>0

Iµ(tu). (1.12)

Da definição de  µ, obtemos

inf
u2S+

µ

max
t>0

Iµ(tu) = inf
u2S+

µ

 µ(u). (1.13)

Comparando (1.12) e (1.13) e usando (1.6), conclúımos que

inf
u2Nµ

Iµ(u) = inf
u2H+

µ

max
t>0

Iµ(tu) = inf
u2S+

µ

max
t>0

Iµ(tu).

Por outro lado, para cada u 2 H+
µ , segue-se da desigualdade em (1.3) que

existe t⇤ > 0 tal que fixando e = t⇤u 2 H+
µ , temos Iµ(e) < 0. Assim, podemos

definir

�(t) = te; 8 t 2 [0, 1].

Claramente � 2 � e

max
t2[0,1]

Iµ(�(t)) = max
t>0

Iµ(tu).

Das igualdades já provadas, resulta que

inf
u2Nµ

Iµ(u)  cµ. (1.14)

Suponha por contradição que a desigualdade em (1.14) seja estrita. Da

definição de ı́nfimo, existe u 2 Nµ, tal que

Iµ(u) < cµ.
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Novamente, escolhendo e = t⇤u, onde t⇤ > 1 e Iµ(e) < 0, e definindo �̃(t) =

te, 8 t 2 [0, 1], conclúımos do Lema 1.3.2, que

max
t2[0,1]

Iµ(�̃(t)) = Iµ(�̃(1/t⇤)) < cµ. (1.15)

Ora, sendo �̃ 2 �, a desigualdade em (1.15) contradiz a definição de cµ.

Lema 1.3.4 Seja {un} ⇢ Hµ uma sequência (PS)c para Iµ com un * 0. Então,

apenas uma das alternativas abaixo ocorre:

(a) un ! 0 em Hµ;

(b) existem {yn} ⇢ IR3 e constantes R, � > 0 tais que

lim inf
n!1

Z

BR(yn)

u2
n � � > 0.

Demonstração: Suponha que (b) não ocorre. Assim, para cada R > 0

lim
n!1

sup
y2IR3

Z

BR(y)

u2
n = 0.

Sendo {un} limitada em Hµ, conclúımos de [[76], Lemma 1.21], que

un ! 0 in Ls(IR3), 2 < s < 6.

De (M1), (M2), (f1) e (f2),

0  m0kunkµ =

Z

IR3
f(un)un + on(1) = on(1).

Mostrando que (a) ocorre.

Podemos admitir que a sequência {yn} ⇢ IR3 obtida no Lema 1.3.4 verifica

|yn| ! 1. Com efeito, se a mesma fosse limitada, usaŕıamos a convergência fraca

de {un} e a imersão compacta de Hµ em L2
loc(IR

3) para concluir que

lim inf
n!1

Z

BR(yn)

u2
n = 0,

para todo R > 0, contradizendo o lema anterior.
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Observação 1.3.1 O lema anterior permite-nos assumir que o limite fraco u

de uma sequência (PS)c, com c 6= 0, é não-trivial. Com efeito, se u = 0 é o

limite fraco de uma sequência {un}, Palais-Smale no ńıvel c para o funcional Iµ,

teremos un * 0 e, uma vez que c 6= 0, não ocorre un ! 0 em Hµ. Conclúımos

do Lema 1.3.4 que existem {yn} ⇢ IR3 e R, � > 0 tais que

lim inf
n!1

Z

BR(yn)

u2
n � � > 0. (1.16)

Definindo vn(x) = un(x + yn), segue-se da invariância por translação de IR3

que {vn} é limitada em Hµ. De (1.16), existe v 6= 0 tal que vn * v em Hµ.

Novamente devido a invariância por translação de IR3, temos que {vn} também é

uma sequência (PS)c para Iµ, com limite fraco não-trivial.

A demonstração do próximo resultado é análoga aquela que aparece no

Teorema 2.15 de [10], entretanto, como não impusemos sobre M as hipóteses

(M2) e (M4) em [10] e precisamos mostrar que u 2 H+
µ , aparecem algumas sutis

diferenças na prova. Por completeza, faremos a demonstração.

Proposição 1.3.2 Seja {un} ⇢ Hµ uma sequência (PS)cµ para Iµ. Então existe

u 2 H+
µ tal que, passando a uma subsequência, temos un * u em Hµ, a menos

de translação. Além disso, u é uma solução ground-state para o problema (Pµ).

Demonstração: Sendo {un} uma sequência (PS)cµ para Iµ, existe C > 0 tal

que

C + kunkµ � Iµ(un)� 1

✓
I 0µ(un)un, 8n 2 IN.

De (M2) e (f3), obtemos

C + kunkµ �
✓
✓ � 2

2✓

◆
m0kunk2µ, 8n 2 IN.

Portanto {un} é limitada em Hµ. Assim, passando a uma subsequência, obtemos

un * u em Hµ, (1.17)

un ! u em Ls
loc(IR

3), 1  s < 6 (1.18)
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e

kunkµ ! t0. (1.19)

De (1.17) conclúımos que

(un, v)µ ! (u, v)µ, 8v 2 Hµ. (1.20)

Por outro lado, devido a densidade de C1
0 (IR3) em Hµ e da convergência em

(1.18), resulta que Z

IR3
f(un)v !

Z

IR3
f(u)v, 8v 2 Hµ. (1.21)

Agora, da convergência em (1.17) e de (1.19), vale

kuk2µ  lim inf
n!1

kunk2µ = t20,

o que juntamente com (M1) nos dá M(kuk2µ)  M(t20).

Para mostrar que a igualdade ocorre, adaptaremos as idéias de Alves e

Figueiredo em [10]. De fato, suponha por contradição que

M(kuk2µ) < M(t20). (1.22)

Da Observação 1.3.1 podemos considerar u 6= 0. Logo, da desigualdade em (1.22),

obtemos

M(kuk2µ)kuk2µ < M(t20)kuk2µ. (1.23)

De (1.19), (1.20) e (1.21) segue-se que

M(t20)kuk2µ =

Z

IR3
f(u)u =

Z

supp(u+)

f(u)u. (1.24)

Assim, de (1.23) e (1.24) temos I 0µ(u)u < 0. De (1.24) e u 6= 0, obtemos u 2 H+
µ ,

e portanto, do Lema 1.3.2(A1), existe um único tu 2 (0, 1) tal que tuu 2 Nµ.

Sendo assim, do Lema 1.3.3

cµ  Iµ(tuu)� 1

4
I 0µ(tuu)(tuu)

=
1

2
cM(ktuuk2µ)�

1

4
M(ktuuk2µ)ktuuk2µ +

Z

IR3


1

4
f(tuu)tuu� F (tuu)

�
.
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Devido a (M2) e (f4),

cµ <
1

2
cM(kuk2µ)�

1

4
M(kuk2µ)kuk2µ +

Z

IR3


1

4
f(u)u� F (u)

�
.

De (M2), (f4) e do Lema de Fatou

cµ < lim inf
n!1


Iµ(un)� 1

4
I 0µ(un)(un)

�
= cµ,

o que é uma contradição. Portanto M(t20) = M(kuk2µ). Desde que essa última

igualdade contradiz (1.22), conclúımos que u é solução fraca de (Pµ). Com

argumentos análogos, vemos que u é uma solução ground-state de (Pµ).

No principal resultado desta seção obteremos uma solução ground-state

positiva para o problema autônomo (Pµ).

Teorema 1.3.1 Para cada µ > 0 dado, o problema (Pµ) admite uma solução

ground-state positiva u 2 C1,↵
loc (IR

3), com ↵ 2 (0, 1).

Demonstração: A existência de uma solução ground-state u 2 H+
µ , segue de

(1.11) e da Proposição 1.3.2. Usando u� como função teste, conclúımos que u � 0.

Desde que M(kuk2µ) é um número real fixado, para concluir a regularidade de u,

podemos argumentar exatamente como no Teorema C.1 de [1]. A positividade de

u segue da desigualdade de Harnack (Theorem 8.20), em [48].

O próximo lema, que será extremamente útil na demonstração da Proposição

1.5.1, nos dá um resultado de compacidade para sequências minimizantes sobre a

variedade de Nehari associada ao funcional Iµ. Além disso, em sua demonstração,

ficará evidente o papel do ı́tem (A4) do Lema 1.3.2.

Lema 1.3.5 Seja {un} ⇢ Nµ tal que Iµ(un) ! cµ. Então, {un} tem uma

subsequência convergente em H1(IR3), a menos de translação.

Demonstração: Desde que {un} ⇢ Nµ, segue-se do Lema 1.3.2(A3), da

Proposição 1.3.1 e do Lema 1.3.3, que

vn = m�1
µ (un) =

un

kunkµ 2 S+
µ , 8n 2 IN (1.25)
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e

 µ(vn) = Iµ(un) ! cµ = inf
S+
µ

 µ. (1.26)

Embora S+
µ seja não-completa, devido ao Lema 1.3.2(A4), ainda podemos

aplicar o Prinćıpio Variacional de Ekeland em [[40], Theorem 1.1] ao funcional

⇠µ : V ! IR [ {1} definido por

⇠µ(u) =

⇢
 µ(u), se u 2 S+

µ

1, se u 2 @S+
µ ,

onde V = S+
µ é um espaço métrico completo com métrica

d(u, v) = ku� vkµ.

De fato, do Lema 1.3.2(A4), ⇠µ 2 C(V, IR [ {1}) e, da Proposição 1.3.1(d),

⇠µ é limitado inferiormente.

Sendo assim, novamente do Lema 1.3.2(A4) e do Prinćıpio variacional de

Ekeland, para cada ",� > 0 fixados e cµ   µ(u)  cµ + ", existe v 2 S+
µ

tal que

cµ   µ(v)   µ(u),

ku� vkµ  �

e

⇠µ(w) >  µ(v)� ("/�)kv � wkµ, 8 w 6= v.

Passando a uma subsequência, se necessário, segue de (1.26) que podemos

escolher u = vn, " = 1/n2 e � = 1/n e obter bvn 2 S+
µ , satisfazendo

 µ(bvn) ! cµ, (1.27)

kvn � bvnkµ ! 0 (1.28)

e

⇠µ(w) >  µ(bvn)� (1/n)kbvn � wkµ, 8 w 6= bvn. (1.29)

Seja �n : (��n, �n) ! S+
µ uma curva diferenciável, com �n > 0 suficientemente

pequeno, tal que �n(0) = bvn e �0n(0) = z 2 Tbvn(S
+
µ ). Escolhendo w = �n(t), segue

de (1.29) que

�[ µ(�n(t))�  µ(�n(0))] < (1/n)k�n(t)� �n(0)kµ. (1.30)
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Do Teorema do Valor Médio, existe 0 < c < t tal que

k�n(t)� �n(0)kµ =
(�n(c)� �n(0), �0n(c))µ

k�n(c)� �n(0)kµ t  k�0n(c)kµt, (1.31)

onde usamos Cauchy-Schwarz para obter última desigualdade.

Assim, multiplicando ambos os membros de (1.30) por 1/t, passando ao limite

de t ! 0 e usando (1.31), obtemos

� 0
µ(bvn)z  1

n
kzkµ,

onde z 2 Tbvn(S
+
µ ) é arbitrário. Por linearidade, temos que

| 0
µ(bvn)z| 

1

n
kzkµ.

Logo,

k 0
µ(bvn)k⇤ ! 0, (1.32)

quando n ! 1.

Segue de (1.27) e (1.32) que {bvn} é uma sequência (PS)cµ para  µ. Da

Proposição 1.3.1(c), conclúımos que {bun} := {mµ(bvn)} é uma sequência (PS)cµ

para Iµ. Da Proposição 1.3.2, existe bu � 0, solução ground-state de (Pµ), tal que

bun * bu em Hµ,

a menos de subsequência e translação. Para mostrar que

bun ! bu em Hµ,

a menos de subsequência, é suficiente provar que

kunkµ ! kukµ em IR .

Uma vez que, da convergência fraca, existe t0 � 0 tal que kunkµ ! t0, a menos

de subsequência, e kukµ  lim infn!1 kunkµ = t0. Suponhamos por contradição

que kukµ < lim supn!1 kunkµ = t0. Neste caso, teremos de (M2), (f4) e do Lema
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de Fatou que

cµ = Iµ(u)� 1

4
I 0µ(u)u

=
1

2
cM(kuk2µ)�

1

4
M(kuk2µ)kuk2µ +

Z

IR3


1

4
f(u)u� F (u)

�

<
1

2
cM(t20)�

1

4
M(t20)t

2
0 + lim inf

n!1

Z

IR3


1

4
f(u)u� F (u)

�

= lim
n!1


1

2
cM(kunk2µ)�

1

4
M(kunk2µ)kunk2µ

�
+ lim inf

n!1

Z

IR3


1

4
f(un)un � F (un)

�

= lim inf
n!1

Iµ(un)� 1

4
I 0µ(un)un = cµ.

Mas isso é uma contradição. Logo, t0 = kukµ e a prova está completa.

Observação 1.3.2 Para encerrar esta seção, pontuamos que todos os resultados

até aqui demonstrados ainda poderiam ser obtidos se substitúıssemos a hipótese

(M2) por duas hipóteses mais fracas (ver Lema 1.0.1 e Observação 1.0.1), a saber,

(M 0
2) Existe m0 > 0 tal que

M(t) � m0, 8t � 0.

(M 00
2 ) A aplicação

t 7! M(t)

t
é decrescente.

O motivo pelo qual fomos mais exigentes e impusemos a hipótese (M2) ficará

evidente na demonstração do Lema 1.4.2.

1.4 Existência de solução para o problema

auxiliar

1.4.1 Resultados preliminares

Nesta subseção obteremos alguns resultados preliminares os quais servem de

suporte para a próxima seção. Além disso, também fixaremos algumas notações.
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Obteremos solução de (P",A) como ponto cŕıtico do funcional energia

J"(u) =
1

2
cM
✓Z

IR3
|ru|2 +

Z

IR3
V ("x)u2

◆
�
Z

IR3
G("x, u),

onde cM(t) =

Z t

0

M(s)ds e G(t) =

Z t

0

g("x, s)ds, o qual está definido sobre o

espaço de Hilbert H", dado por

H" = {u 2 H1(IR3) :

Z

IR3
V ("x)u2 < 1},

munido do produto interno

(u, v)" =

Z

IR3
rurv +

Z

IR3
V ("x)uv,

e da norma proveniente

kuk2" =
Z

IR3
|ru|2 +

Z

IR3
V ("x)u2.

Novamente, sendo M e f apenas cont́ınuas, J" é de classe C1(H", IR), mas não

é de classe C2(H", IR) e

J 0
"(u)v = M(kuk2")(u, v)" �

Z

IR3
g("x, u)v, 8u, v 2 H".

Denotamos a variedade de Nehari associada a J" por

M" = {u 2 H"\{0} : J 0
"(u)u = 0}.

Analogamente ao caso autônomo, não podemos garantir que o conjunto M" é

uma variedade diferenciável.

Também definimos o conjunto ⌦" por

⌦" = {x 2 IR3 : "x 2 ⌦} = (1/")⌦.

Denotamos por H+
" o subconjunto de H" dado por

H+
" = {u 2 H" : |supp(u+) \ ⌦"| > 0},

e S+
" = S" \H+

" , onde S" é a esfera unitária de H".
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Lema 1.4.1 H+
" é aberto em H".

Demonstração: Suponha por contradição que existem uma sequência {un} ⇢
H"\H+

" e u 2 H+
" tal que un ! u em H". Assim |supp(u+

n ) \ ⌦"| = 0 para todo

n 2 IN e u+
n (x) ! u+(x) q.t.p. em x 2 ⌦". Assim,

u+(x) = lim
n!1

u+
n (x) = 0, q.t.p. em x 2 ⌦".

Mas, isso contradiz o fato de que u 2 H+
" . Portanto H+

" é aberto.

Do mesmo modo que no caso autônomo, temos que S+
" é uma C1,1-

subvariedade de H+
" e denotamos por Tu(S+

" ) o espaço tangente a S+
" em u 2 S+

" .

Finalmente, uma solução fraca de (P",A) é uma função u 2 H" tal que

M(kuk2")(u, v)" =
Z

IR3
g("x, u)v, 8v 2 H".

Portanto, pontos cŕıticos de J" são soluções fracas de (P",A).

O próximo lema tem um papel análogo ao do Lema 1.3.2 no caso autônomo, a

saber, contornar a ausência de uma estrutura diferenciável na variedade de Nehari

associada a J". Entretanto, como trabalhamos com um funcional penalizado

precisamos introduzir algumas modificações na prova, em particular, ficará clara

a necessidade da hipótese (M2) em nossos argumentos.

Lema 1.4.2 Suponha que a função M satisfaz (M1)�(M2), o potencial V satisfaz

(V1) e a função f satisfaz (f1)� (f4). Assim:

(A1) Para cada u 2 H+
" , definimos h : IR+ ! IR por hu(t) = J"(tu). Então,

existe um único tu > 0 tal que h0
u(t) > 0 em (0, tu) e h0

u(t) < 0 em (tu,1).

(A2) Existe ⌧ > 0, independente de u, tal que tu � ⌧ para todo u 2 S+
" .

Além disso, para cada conjunto compacto W ⇢ S+
" existe CW > 0 tal que

tu  CW , para todo u 2 W.

(A3) A aplicação bm" : H+
" ! M" definida por bm"(u) = tuu é cont́ınua. A

aplicação m" : S+
" ! M" definida por m" = (bm")|

S+
"

é um homeomorfismo

entre S+
" e M", e a inversa de m" é dada por m�1

" (u) = u/kuk".
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(A4) Se dist(un, @S+
" ) ! 0, para alguma sequência {un} ⇢ S+

" , então

km"(un)k" ! 1 e J"(m"(un)) ! 1.

Demonstração:

(A1) Para cada u 2 H+
" , definimos hu(t) = J"(tu). Argumentando como no

Lema 1.3.2, com ⌦" no lugar de O, conclúımos que existe tu > 0 satisfazendo

h0
u(tu) = 0, e portanto, tuu 2 M". Vejamos que tu é o único número positivo tal

que h0
u(tu) = 0. Com efeito, suponha por contradição que existem t1 > t2 > 0

com h0
u(t1) = h0

u(t2) = 0. Então, para i = 1, 2, temos

tiM(ktiuk2")kuk2" =
Z

IR3
g("x, tiu)u,

assim
M(ktiuk2")
ktiuk2"

=
1

kuk4"

Z

IR3


g("x, tiu)

(tiu)3

�
u4.

Dáı,

M(kt1uk2")
kt1uk2"

� M(kt2uk2")
kt2uk2"

=
1

kuk4"

Z

IR3


g("x, t1u)

(t1u)3
� g("x, t2u)

(t2u)3

�
u4.

Segue-se de (M2) (ver Lema 1.0.1(i)) e (g4) que

m0

kuk2"

✓
1

t21
� 1

t22

◆
� 1

kuk4"

Z

(IR3\⌦")\{t2ua<t1u}


g("x, t1u)

(t1u)3
� g("x, t2u)

(t2u)3

�
u4

+
1

kuk4"

Z

(IR3\⌦")\{a<t2u}


g("x, t1u)

(t1u)3
� g("x, t2u)

(t2u)3

�
u4.

Usando a definição de g obtemos

m0

kuk2"

✓
1

t21
� 1

t22

◆
� 1

kuk4"

Z

(IR3\⌦")\{t2ua<t1u}


V0

k

1

(t1u)2
� f(t2u)

(t2u)3

�
u4

+
1

kuk4"
1

k

✓
1

t21
� 1

t22

◆Z

(IR3\⌦")\{a<t2u}
V0u

2.

Multiplicando ambos os membros por kuk4"/
⇣

1
t21
� 1

t22

⌘
e usando a hipótese

t1 > t2, resulta que

m0kuk2"  t21t
2
2

t22 � t21

Z

(IR3\⌦")\{t2ua<t1u}


V0

k

1

(t1u)2
� f(t2u)

(t2u)3

�
u4

+
1

k

Z

(IR3\⌦")\{a<t2u}
V0u

2.
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Isto é,

m0kuk2"  �
✓

t22
t21 � t22

◆
1

k

Z

(IR3\⌦")\{t2ua<t1u}
V0u

2

+

✓
t21

t21 � t22

◆Z

(IR3\⌦")\{t2ua<t1u}

f(t2u)

t2u
u2 +

1

k

Z

(IR3\⌦")\{a<t2u}
V0u

2.

De (f4), temos que f(t)/t  V0/k quando t  a. Logo,

m0kuk2"  �
✓

t22
t21 � t22

◆
1

k

Z

(IR3\⌦")\{t2ua<t1u}
V0u

2

+

✓
t21

t21 � t22

◆
1

k

Z

(IR3\⌦")\{t2ua<t1u}
V0u

2 +
1

k

Z

(IR3\⌦")\{a<t2u}
V0u

2.

Portanto

m0kuk2" 
1

k

Z

IR3\⌦"

V0u
2  1

k
kuk2".

Sendo u 6= 0, temos que m0  1/k < m0, o que é uma contradição. Logo, (A1)

está provada.

(A2) A prova da primeira parte se faz exatamente como no Lema 1.3.2. Agora,

se W ⇢ S+
" é compacto, suponha por contradição que existe {un} ⇢ W tal

que tn = tun ! 1. Sendo W compacto, existe u 2 W com un ! u em H".

Argumentando como na prova do Lema 1.3.2 obtemos

J"(tnun) ! �1. (1.33)

Por outro lado, note que se v 2 M", então de (g3)(i)

J"(v) = J"(v)� 1

✓
J 0
"(v)v

� 1

2
cM(kvk2")�

1

✓
M(kvk2")kvk2" +

1

✓

Z

IR3\⌦"

[g("x, v)v � ✓G("x, v)] .

De (g3)(ii), temos

J"(v) � 1

2
cM(kvk2")�

1

✓
M(kvk2")kvk2" �

✓
✓ � 2

2✓

◆
1

k

Z

IR3\⌦"

V ("x)v2.

Assim,

J"(v) � 1

2
cM(kvk2")�

1

✓
M(kvk2")kvk2" �

✓
✓ � 2

2✓

◆
1

k
kvk2".
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De (M2) e do Lema 1.0.2(ii), temos

cM(t) � [M(t) +m0]

2
t, 8 t � 0.

Então,

J"(v) �
✓
✓ � 4

4✓

◆
M(kvk2")kvk2" +

m0

4
kvk2" �

✓
✓ � 2

2✓

◆
1

k
kvk2".

De (M1) e (M2) (ver Observação 1.0.1), conclúımos que

J"(v) �
✓
✓ � 2

2✓

◆✓
m0 � 1

k

◆
kvk2". (1.34)

Desde que {tnun} ⇢ M", a desigualdade anterior contradiz (1.33). Portanto (A2)

é verdadeiro.

(A3) Mostraremos que bm" e m�1
" estão bem definidas. Sabemos que para cada

u 2 H+
" temos bm"(u) 2 M". Por outro lado, se u 2 M" então

0 < M(kuk2")kuk2" =
Z

IR3
g("x, u)u.

Suponhamos por contradição que |supp(u+) \ ⌦"| = 0. Então,

u(x)  0, q.t.p. em ⌦".

Dáı,

0 < m0kuk2" =
Z

IR3\⌦"

ef(u)u  1

k

Z

IR3\⌦"

V0u
2  1

k
kuk2".

Donde,

0 <

✓
m0 � 1

k

◆
kuk2"  0,

o que não faz sentido. Logo, |supp(u+) \ ⌦"| > 0, ou equivalentemente, u 2 H+
" .

Assim, m�1
" (u) = u/kuk" 2 S+

" e m�1
" está bem definida. O restante da

demonstração segue os mesmos argumentos da demonstração do Lema 1.3.2.

(A4) Finalmente, seja {un} ⇢ S+
" tal que dist(un, @S+

" ) ! 0. Desde que, para

cada v 2 @S+
" e n 2 IN, temos

u+
n (x)  |un(x)� v(x)| q.t.p. em ⌦",
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segue-se que
Z

⌦"

(u+
n )

s  inf
v2@S+

"

Z

⌦"

|un � v|s, 8 n 2 IN e 8s 2 [2, 6]. (1.35)

Assim, de (V1), (V2) e imersões de Sobolev, existe C(s) > 0 tal que
Z

⌦"

(u+
n )

s  C(s) inf
v2@S+

"

⇢Z

⌦"

⇥|r(un � v)|2 + V ("x)(un � v)2
⇤�s/2

 C(s)dist(un, @S
+
" )

s, 8 n 2 IN.

Da definição de g, (f1) e (f2), existem constantes positivas C1 e C2, tais que, para

cada t > 0
Z

IR3
G("x, tun) 

Z

⌦"

F (tun) +
1

k
t2
Z

IR3\⌦"

V ("x)u2
n

 C1t
4

Z

⌦"

(u+
n )

4 + C2t
q

Z

⌦"

(u+
n )

q +
1

k
t2kunk2"

 C1C(4)t4dist(un, @S
+
" )

4

+ C2C(q)tqdist(un, @S
+
" )

q +
1

k
t2.

Portanto,

lim sup
n!1

Z

IR3
G("x, tun)  1

k
t2, 8t > 0.

Da definição de m", obtemos

lim inf
n!1

J"(m"(un)) � lim inf
n!1

J"(tun) � 1

2
cM(t2)� 1

k
t2, 8 t > 0.

Segue-se de (M1), (M2) e da particular escolha de k, que

lim
n!1

J"(m"(un)) = 1.

Desde que 1
2
cM(t2un

) � J"(m"(un)), para cada n 2 IN, conclúımos de (M2) que

km"(un)k" ! 1 quando n ! 1. A prova está completa.

Definamos agora as aplicações

b " : H+
" ! IR e  " : S

+
" ! IR,

por b "(u) = J"(bm"(u)) e  " := (b ")|
S+
"

.

Argumentando, respectivamente, como na demonstração da Proposição 1.3.1 e

do Lema 1.3.3 da seção anterior, podemos demonstrar os próximos dois resultados.
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Proposição 1.4.1 Sob as hipóteses do Lema 1.4.2,

(a) b " 2 C1(H+
" , IR) e

b 0
"(u)v =

kbm"(u)k"
kuk" J 0

"(bm"(u))v, 8u 2 H+
" e 8v 2 H".

(b)  " 2 C1(S+
" , IR) e

 0
"(u)v = km"(u)k"J 0

"(m"(u))v, 8v 2 TuS".

(c) Se {un} é uma sequência (PS)d para  " então {m"(un)} é uma sequência

(PS)d para J". Se {un} ⇢ M" é uma sequência (PS)d limitada para J"

então {m�1
" (un)} é uma sequência (PS)d para  ".

(d) u é um ponto cŕıtico de  " se, e somente se, m"(u) é um ponto cŕıtico não-

trivial de J". Além disso, os valores cŕıticos correspondentes coincidem e

inf
S+
"

 " = inf
M"

J".

Lema 1.4.3

d" = inf
u2M"

J"(u) = inf
u2H+

"

max
t>0

J"(tu) = inf
u2S+

"

max
t>0

J"(tu).

1.4.2 Condição Palais-Smale

Uma das principais vantagens do funcional penalizado é que ele satisfaz a

condição Palais-Smale, sendo assim, esta subseção será dedicada a prova dessa

afirmação. Entretanto, a presença do termo não-local torna essa tarefa ainda mais

complicada. Para contornar as dificuldades introduzimos o Lema 1.4.6, o qual

não aparece em [10] e [39], o que nos permite dar uma demonstração diferente

para a Proposição 1.4.2 .

Lema 1.4.4 Seja {un} uma sequência (PS)d para J". Então {un} é limitada.

Demonstração: Uma vez que {un} é uma sequência (PS)d para J", existe C > 0

tal que

C + kunk" � J"(un)� 1

✓
J 0
"(un)un, 8n 2 IN.
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Argumentando como na prova de (1.34), obtemos

C + kunk" �
✓
✓ � 2

2✓

◆✓
m0 � 1

k

◆
kunk2" 8n 2 IN.

Portanto {un} é limitada em H".

Lema 1.4.5 Seja {un} uma sequência (PS)d para J". Então, para cada ⇠ > 0,

existe R = R(⇠) > 0 tal que

lim sup
n!1

Z

IR3\BR

⇥|run|2 + V ("x)u2
n

⇤
< ⇠.

Demonstração: Seja ⌘R 2 C1(IR3) tal que

⌘R(x) =

8
>><

>>:

0 se x 2 BR(0)

1 se x 62 B2R(0).

com 0  ⌘R(x)  1 e |r⌘R|  C/R, onde C é uma constante independente de R.

Note que {⌘Run} é limitada em H". Da definição de J"
Z

IR3
⌘RM(kunk2")

⇥|run|2 + V ("x)u2
n

⇤
= J 0

"(un)un⌘R +

Z

IR3
g("x, un)un⌘R

�
Z

IR3
M(kunk2")unrunr⌘R.

Escolhendo R > 0 tal que ⌦" ⇢ BR(0), usando (M1), (M2) e (g3)(ii), obtemos

m0

Z

IR3
⌘R

⇥|run|2 + V ("x)u2
n

⇤  J 0
"(un)un⌘R

+

Z

IR3

1

k
V ("x)u2

n⌘R �
Z

IR3
M(kunk2")unrunr⌘R.

Portanto,
✓
m0 � 1

k

◆Z

IR3
⌘R

⇥|run|2 + V ("x)u2
n

⇤  |J 0
"(un)un⌘R|+

Z

IR3
M(kunk2")un|runr⌘R|.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz em IR3, a desigualdade de Holder, a

definição de ⌘R e a limitação de {un} em H", conclúımos que
Z

IR3\BR

⇥|run|2 + V ("x)u2
n

⇤  C|J 0
"(un)un⌘R|+ C

R
kunk".
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Sendo {un} e {un⌘R} limitadas em H", passando ao limite superior de n ! 1,

obtemos

lim sup
n!1

Z

IR3\BR

⇥|run|2 + V ("x)u2
⇤ 

eC
R

< ⇠,

sempre que R = R(⇠) > eC/⇠.

Lema 1.4.6 Seja {un} uma sequência (PS)d para J" tal que un * u, então

lim
n!1

Z

BR

⇥|run|2 + V ("x)u2
n

⇤
=

Z

BR

⇥|ru|2 + V ("x)u2
⇤
.

Demonstração: Podemos assumir que kunk" ! t0, assim kuk"  t0. Seja

⌘⇢ 2 C1(IR3) tal que

⌘⇢(x) =

8
>><

>>:

1 se x 2 B⇢(0)

0 se x 62 B2⇢(0).

com 0  ⌘⇢(x)  1. Definamos,

Pn(x) = M(kunk2")
⇥|run �ru|2 + V ("x)(un � u)2

⇤
.

Para cada R > 0 fixado, escolhendo ⇢ > R obtemos
Z

BR

Pn =

Z

BR

Pn⌘⇢  M(kunk2")
Z

IR3

⇥|run �ru|2 + V ("x)(un � u)2
⇤
⌘⇢,

desenvolvendo o produto interno, temos
Z

BR

Pn  M(kunk2")
Z

IR3

⇥|run|2 + V ("x)u2
n

⇤
⌘⇢

� 2M(kunk2")
Z

IR3
[runru+ V ("x)unu] ⌘⇢

+ M(kunk2")
Z

IR3

⇥|ru|2 + V ("x)u2
⇤
⌘⇢.

Definindo

I1n,⇢ = M(kunk2")
Z

IR3

⇥|run|2 + V ("x)u2
n

⇤
⌘⇢ �

Z

IR3
g("x, un)un⌘⇢,
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I2n,⇢ = M(kunk2")
Z

IR3
[runru+ V ("x)unu] ⌘⇢ �

Z

IR3
g("x, un)u⌘⇢,

I3n,⇢ = �M(kunk2")
Z

IR3
[runru+ V ("x)unu] ⌘⇢+M(kunk2")

Z

IR3

⇥|ru|2 + V ("x)u2
⇤
⌘⇢

e

I4n,⇢ =

Z

IR3
g("x, un)un⌘⇢ �

Z

IR3
g("x, un)u⌘⇢.

Temos que,

0 
Z

BR

Pn  I1n,⇢ � I2n,⇢ + I3n,⇢ + I4n,⇢  |I1n,⇢|+ |I2n,⇢|+ |I3n,⇢|+ |I4n,⇢|. (1.36)

Observemos que

I1n,⇢ = J 0
"(un)(un⌘⇢)�M(kunk2")

Z

IR3
unrunr⌘⇢.

Sendo {un⌘⇢} limitada em H", temos J 0
"(un)(un⌘⇢) = on(1). De um cálculo direto,

temos que

lim
⇢!1


lim sup
n!1

����M(kunk2")
Z

IR3
unrunr⌘⇢

����

�
= 0.

Logo,

lim
⇢!1


lim sup
n!1

|I1n,⇢|
�
= 0. (1.37)

Vemos também que

I2n,⇢ = J 0
"(un)(u⌘⇢)�M(kunk2")

Z

IR3
urunr⌘⇢.

De modo análogo ao que foi feito, obtemos J 0
"(un)(u⌘⇢) = on(1) e

lim
⇢!1


lim sup
n!1

����M(kunk2")
Z

IR3
urunr⌘⇢

����

�
= 0.

Portanto,

lim
⇢!1


lim sup
n!1

|I2n,⇢|
�
= 0. (1.38)

Por outro lado, segue-se diretamente de kunk ! t0 e da convergência fraca

que

lim
n!1

|I3n,⇢| = 0, 8 ⇢ > R. (1.39)

Finalmente, de

un ! u em Ls
loc(IR

3), 1  s < 6,
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conclúımos que

lim
n!1

|I4n,⇢| = 0, 8 ⇢ > R. (1.40)

De (1.36), (1.37), (1.38), (1.39) e (1.40), obtemos

0  lim sup
n!1

Z

BR

Pn  0.

Donde, lim
n!1

Z

BR

Pn = 0 e consequentemente

lim
n!1

Z

BR

⇥|run|2 + V ("x)u2
n

⇤
=

Z

BR

⇥|ru|2 + V ("x)u2
⇤
.

Proposição 1.4.2 O funcional J" verifica a condição (PS)d em H".

Demonstração: Seja {un} uma sequência (PS)d para J". Do Lema 1.4.4

sabemos que {un} é limitada em H". Passando a uma subsequência, obtemos

un * u em H".

Do Lema 1.4.5, segue-se que para cada ⇠ > 0 dado, existe R = R(⇠) > eC/⇠ com
eC independente de ⇠ tal que

lim sup
n!1

Z

IR3\BR

⇥|run|2 + V ("x)u2
n

⇤
< ⇠.

Portanto, do Lema 1.4.6, temos

kuk2"  lim inf
n!1

kunk2"
 lim sup

n!1
kunk2"

= lim sup
n!1

⇢Z

BR

⇥|run|2 + V ("x)u2
n

⇤
+

Z

IR3\BR

⇥|run|2 + V ("x)u2
n

⇤�

=

Z

BR

⇥|ru|2 + V ("x)u2
⇤
+ lim sup

n!1

Z

IR3\BR

⇥|run|2 + V ("x)u2
n

⇤

<

Z

BR

⇥|ru|2 + V ("x)u2
⇤
+ ⇠,
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onde R = R(⇠) > eC/⇠. Passando ao limite de ⇠ ! 0 temos R ! 1, dáı

kuk2"  lim inf
n!1

kunk2"  lim sup
n!1

kunk2"  kuk2",

e assim kunk" ! kuk" e consequentemente un ! u in H".

O seguinte corolário será importante na demonstração do Teorema 1.5.1.

Corolário 1.4.1 O funcional  " verifica a condição (PS)d sobre S+
" .

Demonstração: Seja {un} ⇢ S+
" uma sequência (PS)d para  ". Assim,

 "(un) ! d

e

k 0
"(un)k⇤ ! 0,

onde k.k⇤ é a norma no espaço dual (TunS")
0. Da Proposição 1.4.1(c), temos que

{m"(un)} é uma sequência (PS)d para J" em H". Da Proposição 1.4.2 e do fato

de M" ser fechada (ver Lema 1.4.2(A2)), conclúımos que existe u 2 S+
" tal que,

passando a uma subsequência,

m"(un) ! m"(u) em H".

Do Lema 1.4.2(A3), obtemos

un ! u em S+
" .

Estamos prontos para provar o resultado de existência para o problema

auxiliar.

Teorema 1.4.1 Suponha que a função M satisfaz (M1) � (M2), o potencial V

satisfaz (V1)� (V2) e a função f satisfaz (f1)� (f4). Então, o problema auxiliar

(P",A) tem uma solução ground-state positiva u 2 C1,↵
loc (IR

3), para todo " > 0.

Demonstração: A existência de uma solução fraca, ground-state u 2 H" de

(P",A) é uma consequência de argumentos como no Lema 1.4.2(A1), da Proposição

1.4.2 e de [[76], Theorem 1.17]. A positividade e a regularidade da solução seguem

de argumentos análogos aqueles na demonstração do Teorema 1.3.1.
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1.5 Multiplicidade de soluções para o problema

auxiliar

Nesta seção relacionaremos o número de soluções positivas de (P",A) com a

topologia de ⇧, antes porém, necessitamos fazer algumas definições e obter alguns

resultados preliminares.

1.5.1 Resultados preliminares

Sejam � > 0 fixado e ⇧� ⇢ ⌦. Seja ainda ⌘ 2 C1
0 ([0,1)) verificando 0  ⌘(t)  1

e

⌘(t) =

8
>><

>>:

1 se 0  t  �/2

0 se t � �.

Denotamos por w uma solução ground-state positiva (ver Teorema 1.3.1) do

problema

(PV0)

⇢
LV0u = f(u) , IR3

u 2 H1(IR3) ,

onde

LV0u = M

✓Z

IR3
|ru|2dx+

Z

IR3
V0u

2dx

◆
[��u+ V0u] .

Para cada y 2 ⇧, considere

⌥",y(x) = ⌘(|"x� y|)w
✓
"x� y

"

◆
.

Desde que, para cada y 2 ⇧, ⌥",y tem suporte compacto e contido em B�/"(y/"),

temos que ⌥",y 2 H". Além disso, sendo B�/"(y/") ⇢ ⌦", obtemos ⌥",y 2 H+
" .

Do Lema 1.4.2(A1), para cada " > 0, existe um único t" > 0 tal que

max
t�0

J"(t⌥",y) = J"(t"⌥",y).

Agora, definimos as seguintes aplicações

⌥" : ⇧ �! M"

y 7�! ⌥"(y) = t"⌥",y.
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Seja ⇢ > 0 tal que ⇧� ⇢ B⇢(0) e � : IR3 �! IR3 definida por

�(x) =

8
>>><

>>>:

x se |x|  ⇢

⇢x

|x| se |x| � ⇢.

Definimos ainda �" : M" �! IR3 por

�"(u) =

Z

IR3
�("x)u(x)2

Z

IR3
u(x)2

.

Lema 1.5.1 Seja ⇧ = {x 2 ⌦ : V (x) = V0}. Então,

lim
"!0

J"(⌥"(y)) = cV0 uniformemente em y 2 ⇧. (1.41)

Demonstração: Suponha por contradição que o limite em (1.41) não ocorra.

Então, existem �0 > 0 e sequências {yn} ⇢ ⇧ e {"n} ⇢ IR+ verificando

| J"n(⌥"n(yn))� cV0 |� �0, 8 n 2 IN, (1.42)

com "n ! 0 quando n ! 1.

Da definição de ⌥"n(yn), temos

J"n(⌥"n(yn)) =
1

2
cM
�
t2"nk⌥"n,ynk2"n

��
Z

IR3
G ("nx, t"n⌥"n,yn) . (1.43)

Além disso, sendo ⌥"n(yn) 2 M"n , obtemos

J 0
"n(⌥"n(yn))⌥"n(yn) = 0. (1.44)

Usando novamente a definição de ⌥"n(yn) e considerando a mudança de

variável z = ("nx� yn)/"n, obtemos

J"n(⌥"n(yn)) =

1

2
cM
✓
t2"n

✓Z

IR3
|r (⌘(|"nz|)w(z))|2 +

Z

IR3
V ("nz + yn) (⌘(|"nz|)w(z))2

◆◆

�
Z

IR3
G ("nz + yn, t"n⌘(|"nz|)w(z)) .
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Denotando,

⇤2
n =

Z

IR3
|r (⌘(|"nz|)w(z))|2 +

Z

IR3
V ("nz + yn) (⌘(|"nz|)w(z))2 ,

a igualdade em (1.44) implica que

M(t2"n⇤
2
n)

t2"n⇤
2
n

=
1

⇤4
n

Z

IR3


g("nz + yn, t"n⌘(|"nz|)w(z))

(t"n⌘(|"nz|)w(z))3
�
(⌘(|"nz|)w(z))4.

Para cada n 2 IN e para todo z 2 B�/"n(0), temos "nz 2 B�(0). Assim,

"nz + yn 2 B�(yn) ⇢ ⇧� ⇢ ⌦.

Uma vez que G = F em ⌦, segue-se de (1.43) que

J"n(⌥"n(yn)) =
1

2
cM(t2"n⇤

2
n)�

Z

IR3
F (t"n⌘(|"nz|)w(z)) (1.45)

e
M(t2"n⇤

2
n)

t2"n⇤
2
n

=
1

⇤4
n

Z

IR3


f(t"n⌘(|"nz|)w(z))
(t"n⌘(|"nz|)w(z))3

�
(⌘(|"nz|)w(z))4. (1.46)

Do Teorema da convergência dominada de Lebesgue,

k⌥"n,ynk2"n = ⇤2
n ! kwk2V0

, (1.47)
Z

IR3
f(⌘(|"nz|)w(z))⌘(|"nz|)w(z) !

Z

IR3
f(w)w

e Z

IR3
F (⌘(|"nz|)w(z)) !

Z

IR3
F (w), (1.48)

quando n ! 1.

Agora, veremos que existe uma subsequência, que ainda será denotada por

{t"n}, tal que t"n ! 1. De fato, desde que ⌘ ⌘ 1 em [0, �/2) e B�/2(0) ⇢ B�/2"n(0)

para n suficientemente grande, segue-se de (1.46) que

M(t2"n⇤
2
n)

t2"n⇤
2
n

� 1

⇤4
n

Z

B�/2(0)


f(t"nw(z))

(t"nw(z))
3

�
w(z)4.

Da continuidade de w, existe bz 2 IR3 tal que w(bz) = min
z2B�/2(0)

w(z). Sendo assim,

de (f4)
M(t2"n⇤

2
n)

t2"n⇤
2
n

� 1

⇤4
n

f(t"nw(bz))
(t"nw(bz))

3

Z

B�/2(0)

w(z)4. (1.49)
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Suponha por contradição que existe uma subsequência {t"n} com |t"n | ! 1.

Passando ao limite de n ! 1 em (1.49), conclúımos de (M2) e (f3) que o

lado direito da última desigualdade tende a infinito, enquanto o esquerdo é

limitado. Mas isso não faz sentido. Portanto, {t"n} é limitada e passando a

uma subsequência, obtemos t"n ! t0, com t0 � 0. Note que t0 > 0, pois se fosse

t0 = 0, concluiŕıamos de (1.46), (1.47), (M2), (f1) e (f2) que 1  0, o que é uma

contradição.

Logo, passando ao limite de n ! 1 em (1.46), teremos

M(t20kwk2V0
)kwk2V0

t0 =

Z

IR3
f(t0w)w. (1.50)

Uma vez que w 2 NV0 , segue-se que t0 = 1. Assim, passando ao limite de n ! 1
em (1.45) e usando (1.47) e (1.48) obtemos

lim
n!1

J"n(⌥"n(yn)) = IV0(w) = cV0 ,

pois w é uma solução ground-state de (PV0). Mas isso contradiz a desigualdade

em (1.42).

Definamos agora o subconjunto fM" da variedade de Nehari M", por

fM" = {u 2 M" : J"(u)  cV0 + h(")},

onde h : IR+ ! IR+ é uma função definida de modo que

lim
"!0

h(") = 0 e ⌥"(y) 2 fM", 8 " > 0 e y 2 ⇧.

Uma tal função existe devido ao Lema 1.5.1. Logo, ⌥"(⇧) ⇢ fM", para todo

" > 0.

O próximo lema é um resultado fundamental para estabelecer existência de

múltiplas soluções via teoria de categoria de Lusternik-Schnirelmann.

Lema 1.5.2

lim
"!0

�"(⌥"(y)) = y uniformemente em y 2 ⇧. (1.51)
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Demonstração: Suponhamos por contradição que a convergência em (1.51) não

ocorre, isto é, existem � > 0 e sequências (yn) ⇢ ⇧ e ("n) ⇢ IR+ tais que

|�"n(⌥"n(yn))� yn| � �, 8 n 2 IN,

onde "n ! 0 quando n ! 1. Por definição,

�"n(⌥"n(yn)) =

Z

IR3
�("nx)t

2
"n


⌘(|"nx� yn|)w

✓
"nx� yn

"n

◆�2

Z

IR3
t2"n


⌘(|"nx� yn|)w

✓
"nx� yn

"n

◆�2 .

Considerando a mudança de variável z = ("nx� yn)/"n, obtemos

�"n(⌥"n(yn)) =

Z

IR3
�("nz + yn)[⌘(|"nz|)w(z)|2
Z

IR3
]⌘(["nz|)w(z)]2

.

Assim,

�"n(⌥"n(yn)) = yn +

Z

IR3
[�("nz + yn)� yn][⌘(|"nz|)w(z)]2

Z

IR3
[⌘(|"nz|)w(z)]2

.

Do Teorema da convergência dominada de Lebesgue, temos que

|�"n(⌥"n(yn))� yn| = on(1),

o que é uma contradição. Portanto o limite em (1.51) ocorre.

O próximo resultado será usado nas demonstração do Lema 1.6.1.

Proposição 1.5.1 Seja {un} uma sequência em H1(IR3) tal que

J"n(un) ! cV0 (1.52)

e

J 0
"n(un)un = 0, 8n 2 IN (1.53)
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com "n ! 0 quando n ! 1. Então, existe uma sequência {eyn} ⇢ IR3 tal que

a sequência vn(x) = un(x + ỹn) tem uma subsequência convergente em H1(IR3).

Além disso, passando a uma subsequência,

yn ! y,

onde yn = "neyn e y 2 ⇧.

Demonstração:

Afirmação Existem (eyn) ⇢ IR3 e constantes positivas R e ↵ tais que

lim inf
n!1

Z

BR(eyn)
u2
n � ↵ > 0. (1.54)

Prova da Afirmação: Do contrário, temos

lim
n!1

sup
y2IR3

Z

BR(y)

u2
n = 0, 8R > 0.

Segue-se de (1.52), (1.53), (M2), (V1) e (g3) que {un} é limitada em H1(IR3) e

por [[76], Lemma 1.21],

un ! 0 em Ls(IR3), 2 < s < 6.

Desde que g  f , resulta que

M(kunk2"n)kunk2"n 
Z

IR3
f(un)un.

De (M1), (M2), (f1) e (f2)

kunk2"n ! 0,

e portanto J"n(un) ! 0 = cV0 , o que é uma contradição. A afirmação está

provada. ⇤
Considere vn(x) = un(x + eyn). Da invariância por translação de IR3, {vn} é

limitada em H1(IR3) e portanto, passando a uma subsequência, obtemos

vn * v, em H1(IR3),
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com v 6= 0, devido a (1.54). Para cada n, seja tn > 0 tal que evn = tnvn 2 NV0 .

De (M1), temos que

cV0  IV0(evn)

=
1

2
cM(t2nkvnk2V0

)�
Z

IR3
F (tnvn)

=
1

2
cM(t2nkunk2V0

)�
Z

IR3
F (tnun)

 1

2
cM(t2nkunk2"n)�

Z

IR3
G("nx, tnun). (1.55)

De (1.52), (1.53) e (1.55), obtemos

cV0  IV0(evn)  J"n(tnun)  J"n(un) = cV0 + on(1). (1.56)

Dáı,

IV0(evn) ! cV0 e {evn} ⇢ NV0 . (1.57)

Logo, {evn} é limitada em H1(IR3) e evn * ev. Uma vez que {vn} não converge

para 0 em HV0 , existe � > 0 tal que kvnkV0 � � para todo n 2 IN. Assim,

0  |tn|�  ktnvnkV0 = kevnkV0 .

Sendo {evn} limitada em H1(IR3), conclúımos que {tn} é limitada e a menos

de subsequência tn ! t0 � 0. Observe que t0 > 0, pois se t0 = 0, resulta da

limitação de {vn} que

kevnkV0 = ktnvnkV0  |tn|K ! 0,

donde evn ! 0 em HV0 . Da continuidade de IV0 , obtemos cV0 = lim
n!1

IV0(evn) = 0,

o que é uma contradição.

Da unicidade do limite fraco ev = t0v, v 6= 0. Do Lema 1.3.5,

evn ! ev em H1(IR3). (1.58)

Assim

vn ! ev
t0

= v em H1(IR3).
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Além disso,

IV0(ev) = cV0 e I 0V0
(ev) = 0. (1.59)

Agora, mostraremos que {yn} é limitada, onde yn = "neyn. De fato, do

contrário, existe uma subsequência {yn} com |yn| ! 1. Como un 2 M"n ,

considerando x = z + eyn, obtemos

M(⇤2
n)(⇤

2
n) =

Z

IR3
g("nz + yn, vn)vn, (1.60)

onde ⇤2
n =

Z

IR3
|rvn|2 +

Z

IR3
V ("nz + yn)v

2
n. O que implica

m0kvnk2V0

Z

IR3
g("nz + yn, vn)vn.

Seja R > 0 tal que ⌦ ⇢ BR(0), então para cada z 2 BR/"n(0) temos

|"nz|  R e � |"nz| � �R.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que |yn| � 2R. Assim,

|"nz + yn| � |yn|� |"nz| � 2R�R = R.

Consequentemente,

m0kvnk2V0

Z

BR/"n (0)

ef(vn)vn +
Z

IR3\BR/"n (0)

f(vn)vn.

Desde que vn ! v emH1(IR3), segue-se do Teorema da convergência dominada

de Lebesgue que Z

IR3\BR/"n (0)

f(vn)vn = on(1).

Por outro lado, visto que ef(vn)  (V0/k)vn, obtemos

m0kvnk2V0
 1

k

Z

BR/"n (0)

V0v
2
n + on(1),

e portanto, ✓
m0 � 1

k

◆
kvnkV0  on(1). (1.61)

Mostrando que kvnkV0 ! 0 em IR .
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Passando ao limite de n ! 1 em (1.61), obtemos v = 0, o que é uma

contradição. Logo, {yn} é limitada e podemos assumir que yn ! y em IR3.

Vejamos que y 2 ⌦. Com efeito, suponha por contradição que y 2 IR3\⌦.
Desde que IR3\⌦ é aberto, existe r > 0 tal que Br(y) ⇢ IR3\⌦ e, passando a uma

subsequência,

yn 2 Br/2(y) ⇢ IR3\⌦, 8n 2 IN.

Note que, para todo z 2 Br/2"n(y), vale

|"nz + yn � y|  |"nz|+ |yn � y| < r

2
+

r

2
= r.

Portanto,

m0kvnk2V0

Z

B r
2"n

(0)

ef(vn)vn +
Z

IR3\B r
2"n

(0)

f(vn)vn,

e passando ao limite de n ! 1, obtemos v = 0, o que é uma contradição. Logo

y 2 ⌦.
Finalmente, mostraremos que V (y) = V0, pois isto implica que y 62

@⌦ e portanto y 2 ⇧. Suponhamos por contradição que V (y) > V0.

Consequentemente,

cV0 = IV0(ev) <
1

2
cM(kevk2V (y))�

Z

IR3
F (ev).

De (1.58) e do Lema de Fatou,

cV0 < lim inf
n!1


1

2
cM
✓Z

IR3
|r evn|2 +

Z

IR3
V ("nz + yn) evn2

◆
�
Z

IR3
F ( evn)

�

 lim inf
n!1

J"n(tnun)

 lim inf
n!1

J"n(un) = cV0 ,

o que é uma contradição. Logo, V (y) = V0 e a proposição está demonstrada.

O próximo resultado será usado na demonstração do Lema 1.6.1.

Corolário 1.5.1 Assumimos as mesmas hipóteses da Proposição 1.5.1. Então,

para cada � > 0 dado, existem R > 0 e n0 2 N tais que
Z

BR(eyn)c

�|run|2 + |un|2
�
< �, 8 n � n0.
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Demonstração: Usando a mesma notação da prova da Proposição 1.5.1,

conclúımos que para cada R > 0
Z

BR(eyn)c

�|run|2 + |un|2
�

=

Z

BR(0)c
(|rvn|2 + |vn|2).

Sendo {vn} fortemente convergente em H1(R3), o resultado segue.

1.5.2 Resultado de multiplicidade de soluções para o
problema auxiliar

No que segue provaremos nosso principal resultado relacionado ao problema

(P",A), usando argumentos ligeiramente diferentes daqueles que aparecem em

[74]. De fato, desde que S+
" é um espaço métrico não-completo, não podemos

usar diretamente um resultado abstrato como em [[35], Theorem 2.1]. Em vez

disso, invocamos o resultado abstrato de categoria em [72].

Teorema 1.5.1 Suponha que a função M satisfaz (M1) � (M2), o potencial V

satisfaz (V1) � (V2) e a função f satisfaz (f1) � (f4). Então, dado � > 0 existe

" = "(�) > 0 tal que o problema auxiliar (P",A) tem pelo menos cat⇧�
(⇧) soluções

positivas, para todo " 2 (0, ").

Demonstração: Desde que M e f são apenas cont́ınuas, M" não é uma

C1,1-subvariedade de H" e portanto não podemos aplicar [[35], Theorem 2.1]

diretamente a M".

Felizmente, S+
" é uma C1,1-subvariedade de H+

" e, além disso, provamos que

m" é um homeomorfismo entre M" e S+
" . Entretanto, ainda não podemos aplicar

[[35], Theorem 2.1] a  " 2 C1(S+
" , IR), visto que S+

" é não-completo como espaço

métrico.

Para contornar essa dificuldade, definimos

⇣"(y) = m�1
" (⌥"(y)), 8y 2 ⇧.

Do Lema 1.5.1, obtemos

lim
"!0

 "(⇣"(y)) = lim
"!0

J"(⌥"(y)) = cV0 . (1.62)
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Além disso, definimos

eS+
" = {u 2 S+

" :  "(u)  cV0 + h(")},

onde a aplicação h já foi introduzida na definição do conjunto fM". De (1.62)

temos que ⇣"(⇧) ⇢ eS+
" , para todo " > 0 pequeno.

Dos Lemas 1.4.2(A3) e 1.5.2 o diagrama de aplicações cont́ınuas abaixo está

bem definido, para " suficientemente pequeno,

⇧
⌥"�! ⌥"(⇧)

m�1
"�! ⇣"(⇧)

m"�! ⌥"(⇧)
�"�! ⇧�.

Segue-se do Lema 1.5.2, que para " suficientemente pequeno, existe uma

aplicação � : ⇧! B�/2(0) tal que �"(⌥"(y)) = y + �(y).

Definimos H : [0, 1] ⇥ ⇧ ! ⇧� por H(t, y) = y + (1 � t)�(y). Assim,

H(0, y) = �"(⌥"(y)) e H(1, y) = y para todo y 2 ⇧. Sejam ⇣" = m�1
" � ⌥" e

↵" = �" �m". Temos que ↵" � ⇣" = �" � ⌥" é homotópica a inclusão i : ⇧ ! ⇧�.

Resulta da Proposição 2.0.3, no Apêndice B, que

cat⇣"(⇧) (⇣"(⇧)) � cat⇧�
(⇧). (1.63)

Segue do Corolário 1.4.1 e do resultado abstrato de categoria em [72], com

c = d"  cV0 + h(") = d e K = ⇣"(⇧), que  " tem pelo menos cat⇣"(⇧) (⇣"(⇧))

pontos cŕıticos sobre eS+
" . Assim, da Proposição 1.4.1(d) e de (1.63), conclúımos

que J" tem pelo menos cat⇧�
(⇧) pontos cŕıticos.

1.6 Demonstração do principal Teorema do

caṕıtulo 1

Nesta seção provaremos o principal resultado deste caṕıtulo. A idéia é mostrar

que as soluções obtidas no Teorema 1.5.1 satisfazem u"(x) < a, para todo x 2 ⌦c
✏,

quando " é suficientemente pequeno. Esse fato implica que tais soluções são

realmente soluções do problema original (P"). Um ponto fundamental para

alcançarmos esse propósito é o seguinte resultado, cuja prova é uma adaptação de

argumentos encontrados em [11] e está baseada no método de iteração de Moser

em [62].
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Lema 1.6.1 Sejam "n ! 0+ e un 2 fM"n uma solução de (P"n,A). Então

J"n(un) ! cV0 e un 2 L1(R3). Além disso, para cada � > 0 dado, existem

R > 0 e n0 2 N tais que

|un|L1(BR(ỹn)c) < �, 8 n � n0, (1.64)

onde ỹn é dado pela Proposição 1.5.1.

Demonstração: Desde que J"n(un)  cV0 + h("n) com lim
n!1

h("n) = 0, podemos

argumentar como na prova da desigualdade (1.56) para concluir que

J"n(un) ! cV0 .

Assim, podemos invocar a Proposição 1.5.1 para obter uma sequência (eyn) ⇢ R3

satisfazendo a conlusão daquela Proposição.

Fixemos R > 1 e consideremos ⌘R 2 C1(R3) tal que 0  ⌘R  1, ⌘R ⌘ 0 em

BR/2(0), ⌘R ⌘ 1 em BR(0)c e |r⌘R|  C/R. Para cada n 2 N e L > 0, definimos

⌘n(x) := ⌘R(x+ eyn), uL,n, zL,n 2 H" por

uL,n(x) := min{un(x), L} e zL,n := ⌘2nu
2(��1)
L,n un,

onde � > 1 será escolhido posteriormente.

Das definições de uL,n e zL,n, de J 0
"n(un)zL,n = 0, de (M1) e (M2), conclúımos

que

m0

Z

R3

⌘2nu
2(��1)
L,n |run|2 + 2M(kunk2"n)

Z

R3

⌘nunu
2(��1)
L,n r⌘n ·run


Z

R3

[g("nx, un)�m0V ("nx)un] ⌘
2
nu

2(��1)
L,n un.

Uma vez que un > 0, g(x, t)  (V0/k)t+C2tq�1, para todos x 2 IR3 e t � 0, e

vale (V1), obtemos

m0

Z

R3

⌘2nu
2(��1)
L,n |run|2  2M(kunk2"n)

Z

R3

⌘nunu
2(��1)
L,n |r⌘n||run|

+

✓
1

k
�m0

◆Z

R3

V0u
2
n⌘

2
nu

2(��1)
L,n + C2

Z

R3

uq
n⌘

2
nu

2(��1)
L,n .

Sendo k > 1/m0 e {kunk"n} limitada em IR , temos

m0

Z

R3

⌘2nu
2(��1)
L,n |run|2  C1

Z

R3

⌘nunu
2(��1)
L,n |r⌘n||run|+ C2

Z

R3

uq
n⌘

2
nu

2(��1)
L,n .
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Para cada e� > 0 dado, segue da desigualdade de Young que

m0

Z

R3

⌘2nu
2(��1)
L,n |run|2  C1

Z

R3

�
e�⌘2n|run|2 + Ce�u

2
n|r⌘n|2

�
u2(��1)
L,n +C2

Z

R3

uq
n⌘

2
nu

2(��1)
L,n .

Tomando e�  m0/2C1, obtemos

Z

R3

⌘2nu
2(��1)
L,n |run|2  C3

✓Z

R3

u2
n|r⌘n|2u2(��1)

L,n +

Z

R3

uq
n⌘

2
nu

2(��1)
L,n

◆
. (1.65)

Sejam S a melhor constante da imersão cont́ınua D1,2(IR3) ,! L6(IR3) e

buL,n := ⌘nunu
��1
L,n . Segue-se que

S�1|buL,n|26 
Z

IR3

���r
⇣
⌘nunu

��1
L,n

⌘���
2

 2

Z

IR3
u2
nu

2(��1)
L,n |r⌘n|2 + 2

Z

IR3
⌘2n

���r
⇣
unu

��1
L,n

⌘���
2

. (1.66)

Por outro lado,
Z

IR3
⌘2n

���r
⇣
unu

��1
L,n

⌘���
2

=

Z

{unL}
⌘2n

���r
⇣
unu

��1
L,n

⌘���
2

+

Z

{un>L}
⌘2n

���r
⇣
unu

��1
L,n

⌘���
2

=

Z

{unL}
⌘2n
��r(u�n)

��2 +
Z

{un>L}
⌘2nL

2(��1) |run|2

 �2

Z

IR3
⌘2nu

2(��1)
L,n |run|2. (1.67)

De (1.66) e (1.67), resulta que

|buL,n|26  C3�
2

✓Z

IR3
u2
nu

2(��1)
L,n |r⌘n|2 +

Z

IR3
⌘2nu

2(��1)
L,n |run|2

◆
. (1.68)

As desigualdades em (1.65) e (1.68) implicam

|buL,n|26  C4�
2

✓Z

IR3
u2
nu

2(��1)
L,n |r⌘n|2 +

Z

IR3
⌘2nu

q
nu

2(��1)
L,n

◆
, (1.69)

para todo � > 1.

A desigualdade em (1.69), as propriedades de ⌘n e o fato de que uL,n  un,

nos dão

|buL,n|26  C4�
2

Z

BR/2(eyn)c

�
u2�
n |r⌘n|2 + uq�2

n u2�
n

�
. (1.70)
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Definamos agora

t :=
2⇤2⇤

2(q � 2)
=

18

q � 2
> 1 e ↵ :=

2t

t� 1
< 6. (1.71)

Aplicando a desigualdade de Holder com os expoentes t/(t� 1) e t em (1.70),

teremos

|buL,n|26  C4�2|un|2�L�↵(BR/2(eyn)c)

 Z

BR/2(eyn)c
|r⌘n|2t

!1/t

+C4�2|un|2�L�↵(BR/2(eyn)c)

 Z

BR/2(eyn)c
u18
n

!1/t

.

(1.72)

Desde que ⌘n é constante sobre BR/2(eyn)[BR(eyn)c e |r⌘n|  C/R, conclúımos

que Z

BR/2(eyn)c
|r⌘n|2t =

Z

R/2|x�eyn|R

|r⌘n|2t  C5

R2t�3
 C5, (1.73)

observe que usamos R > 1 e 2t > 3 na última desigualdade.

Afirmação 1.6.1 Existe n0 2 IN e K > 0 tais que, para cada n � n0, temos
Z

BR/2(eyn)c
u18
n  K.

Assumindo por um momento que essa afirmação é verdadeira, podemos usar

(1.72) e (1.73) para concluir que

|buL,n|26  C6�
2|un|2�L�↵(BR/2(eyn)c)

.

Desde que

|uL,n|2�L6�(BR(eyn)c) =

✓Z

BR(eyn)c
u6�
L,n

◆1/3


✓Z

IR3
⌘6nu

6
nu

6(��1)
L,n

◆1/3

= |buL,n|26
 C6�

2|un|2�L�↵(BR/2(eyn)c)
,

podemos aplicar o Lema de Fatou na variável L e obter

|un|L6�(BR(eyn)c)  C1/�
7 �1/�|un|L�↵(BR/2(eyn)c), (1.74)
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sempre que u�↵n 2 L1(BR/2(eyn)c).

Definamos agora � := 6/↵ > 1 e notemos que, de un 2 L6(R3), a desigualdade

em (1.74) ocorre para essa escolha de �. Além disso, sendo �2↵ = 6�, segue-se

que (1.74) ocorre para �2. Assim,

|un|L6�2 (BR(eyn)c)  C1/�2

7 �2/�2 |un|L�2↵(BR/2(eyn)c).

Por um processo iterativo e notando que �↵ = 6 obtemos, para m 2 N,

|un|L6�m (BR(eyn)c)  C
Pm

i=1 �
�i

7 �
Pm

i=1 i�
�i |un|L6(BR/2(eyn)c).

Desde que � > 1, podemos passar ao limite de m ! 1 para obter

|un|L1(BR(eyn)c)  C8|un|L6(BR/2(eyn)c).

Considerando a mudança de variável z = x� ỹn, temos que

|un|L1(BR(eyn)c)  C8

 Z

BR/2(0)c
|un(z + ỹn)|6dz

! 1
6

= C8

 Z

BR/2(0)c
|vn|6

! 1
6

,

onde vn(x) = un(x+ eyn).

Da Proposição 1.5.1 conclúımos que vn converge fortemente em L6(R3).

Assim, para R > 0 suficientemente grande, resulta que

|un|L1(BR(eyn)c) < �,

para n grande. Provando a desigualdade em (1.64).

Prova da Afirmação 1.6.1: Consideremos a função dada por e⌘n(x) := ⌘n(2x),

de modo que e⌘n ⌘ 0 sobre BR/4(eyn) e e⌘n ⌘ 1 sobre BR/2(eyn)c. Se euL,n :=

e⌘nunu
��1
L,n , procedendo como antes, provamos a seguinte versão de (1.69)

|euL,n|26  C9�
2

✓Z

IR3
u2
nu

2(��1)
L,n |re⌘n|2 +

Z

IR3
e⌘2nu6

nu
2(��1)
L,n

◆
. (1.75)

Definimos � := 3, para obter

|euL,n|26  C10

 Z

BR/4(eyn)c
u2
nu

4
L,n|re⌘n|2 +

Z

BR/4(eyn)c
e⌘2nu2

nu
4
L,nu

4
n

!
.
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Da desigualdade de Holder com os expoentes 3 e 3/2, obtemos

|euL,n|26  C10

Z

BR/4(eyn)c
u2
nu

4
L,n|re⌘n|2

+ C10

"Z

BR/4(eyn)c

�
e⌘nunu

2
L,n

�6
#1/3

|un|4L6(BR(eyn)c).

Do Corolário 1.5.1, existem n0 2 N e R > 1 tais que

Z

BR(eyn)c
|un|6 

✓
1

2C10

◆3/2

, 8 n � n0.

Assim, recordando que e⌘nunu2
L,n = euL,n, uL,n  un e |re⌘n| é limitada, obtemos

|euL,n|26  C11

Z

BR/4(eyn)c
u2
nu

4
L,n|re⌘n|2  C11

Z

BR/4(eyn)c
u6
n  C12.

A definição de e⌘n e a desigualdade anterior implicam que

 Z

BR/2(eyn)c
u6
nu

12
L,n

!1/3

 |euL,n|26  C12, 8 n � n0.

Usando o Lema de Fatou na variável L, teremos
Z

BR/2(eyn)c
u18
n  K := C3

12, 8 n � n0,

e portanto a afirmação é verdadeira. ⇤
A demonstração está completa.

Finalmente, estamos em condições de demonstrar o principal resultado deste

caṕıtulo.

Demonstração do Teorema 1.1.1:

Suponhamos que � > 0 é tal que ⇧� ⇢ ⌦. Primeiramente mostraremos que existe

e"� > 0 tal que, para cada 0 < " < e"� e qualquer solução u 2 fM" do problema

(P",A), vale

|u|L1(R3\⌦") < a. (1.76)
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De fato, suponhamos por contradição que para alguma sequência "n ! 0+ existe

un 2 fM"n tal que J 0
"n(un) = 0 e

|un|L1(R3\⌦"n ) � a. (1.77)

Do Lema 1.6.1, temos que J"n(un) ! cV0 e portanto podemos usar a

Proposição 1.5.1 para obter uma sequência (eyn) ⇢ R3 tal que "neyn ! y0 2 ⇧.
Se tomarmos r > 0 tal que Br(y0) ⇢ B2r(y0) ⇢ ⌦, temos que

Br/"n(y0/"n) = (1/"n)Br(y0) ⇢ ⌦"n .

Além disso, para cada z 2 Br/"n(eyn), ocorre
����z �

y0
"n

����  |z � eyn|+
����eyn �

y0
"n

���� <
1

"n
(r + on(1)) <

2r

"n
,

para n grande. Para esses valores de n, temos que Br/"n(eyn) ⇢ ⌦"n , ou

equivalentemente, R3 \ ⌦"n ⇢ R3 \ Br/"n(eyn). Por outro lado, segue-se do Lema

1.6.1 com � = a que, para cada n � n0 tal que r/"n > R, obtemos

|un|L1(R3\⌦"n )  |un|L1(R3\Br/"n (eyn))  |un|L1(R3\BR(eyn)) < a,

o que contradiz (1.77) e prova nossa afirmação.

Seja "� > 0 dado pelo Teorema 1.5.1 e seja "� := min{"�, e"�}. Devemos

provar o Teorema para essa escolha de "�. Seja 0 < " < "� fixado. Aplicando

o Teorema 1.5.1, obtemos cat⇧�
(⇧) soluções não-triviais do problema (P",A). Se

u 2 H" é uma dessas soluções, temos que u 2 fM", e portanto podemos usar

(1.76) e a definição g para concluir g("x, u) ⌘ f(u). Assim, u também é uma

solução do problema ( eP"). Um cálculo direto mostra que bu(x) := u(x/") é uma

solução do problema original (P"). Então, (P") tem pelo menos cat⇧�
(⇧) soluções

não-triviais.

Agora, consideremos "n ! 0+ e tomemos uma sequência un 2 H"n de soluções

do problema ( eP"n) como anteriormente. Para estudar o comportamento dos

pontos de máximo de un, primeiramente notamos que, por (g1), existe � > 0

tal que

g("x, s)s  V0

k
s2, para todo x 2 R3, s  �. (1.78)
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Aplicando o Lema 1.6.1 obtemos R > 0 e (eyn) ⇢ R3 tais que

|un|L1(BR(eyn))c < �, (1.79)

A menos de subsequência, podemos também assumir que

|un|L1(BR(eyn)) � �. (1.80)

Com efeito, se este não é o caso, temos que |un|L1(R3) < �, e portanto segue-se

de J 0
"n(un) = 0 e (1.78) que

m0kunk2"n 
Z

IR3
g("nx, un)un  V0

k

Z

IR3
u2
n.

A última desigualdade implica que kunk"n = 0, o que não faz sentido. Assim,

(1.80) ocorre.

Usando (1.79) e (1.80) conclúımos que o ponto de máximo pn 2 R3 de un

pertence a BR(eyn). Assim pn = eyn + qn, para algum qn 2 BR(0). Recordando

que a solução associada de (P"n) é da forma bun(x) = un(x/"n), conclúımos que

o ponto de máximo ⌘n de bun é ⌘n := "neyn + "nqn. Desde que (qn) ⇢ BR(0) é

limitada e "neyn ! y0 2 ⇧ (de acordo com a Proposição 1.5.1), obtemos

lim
n!1

V (⌘n) = V (y0) = V0,

concluindo a prova do teorema.
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Caṕıtulo 2

Domı́nio expandido

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo estamos interessados em investigar a existência de múltiplas

soluções do problema

(P⌦�
)

⇢ Lu = f(u) ,⌦�
u 2 H1

0 (⌦�) ,

onde ⌦� = �⌦, ⌦ ⇢ IR3 é um domı́nio limitado, � é um parâmetro positivo,

f : IR! IR é uma função apenas cont́ınua e L é um operador não-local definido

por

Lu = M

✓Z

⌦�

|ru|2dx+

Z

⌦�

u2dx

◆
[��u+ u] .

Ao longo deste caṕıtulo, M : IR+ ! IR+ é uma função cont́ınua satisfazendo

as hipóteses (M1), enunciada na introdução do caṕıtulo anterior e as hipóteses

(M 0
2) e (M 00

2 ), introduzidas na Observação 1.3.2 .

Por outro lado, a função f : IR! IRé cont́ınua, se anula em (�1, 0] e satisfaz

as hipóteses (f1)� (f4), já introduzidas no caṕıtulo 1, e

(f5) f é uma função localmente Lipschitz-cont́ınua em (0,+1).

Remetemos ao apêndice A os leitores interessados em maiores detalhes a

respeito de (M 0
2) e (M 00

2 ) .

Como veremos na seção 2.2, a escolha do problema (P⌦�
) para o segundo

caṕıtulo desta tese é uma “eleição natural”, no sentido de que, para atacar (P⌦�
)
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é importante estudarmos a existência de solução ground-state do problema limite

associado (� = 1), o que, afortunadamente, já foi feito no primeiro caṕıtulo.

O principal resultado deste caṕıtulo é:

Teorema 2.1.1 Se a aplicação M satisfaz (M1), (M 0
2) e (M 00

2 ) e a aplicação f

satisfaz (f1)� (f5) então existe �⇤ > 0 tal que o problema (P⌦�
) admite ao menos

cat⌦ soluções positivas, para todo � 2 [�⇤,1). Além disso, se ⌦ não é contrátil

então (P⌦�
) admite ao menos 1 + cat⌦ soluções positivas.

Sendo assim o caṕıtulo 2 está dividido da seguinte forma: Na seção 2.2 fixamos

algumas notações referentes ao problema limite, na seção 2.3 introduzimos a

estrutura variacional de (P⌦�
), na seção 2.4 enunciamos resultados que contornam

a não-diferenciabilidade, na seção 2.5 obtemos uma solução ground-state positiva

para (P⌦�
), na seção 2.6 estudamos o comportamento de alguns ńıveis minimax

para valores grandes de �, finalmente, na seção 2.7 relacionamos o número de

soluções de (P⌦�
) com a topologia do conjunto ⌦�.

2.2 O problema limite

Como já mencionado, é importante obter informações sobre a existência de

solução ground-state para o problema limite associado a (P⌦�
). Entretanto,

uma vez que os resultados importantes para nossos propósitos a respeito do

problema limite já foram obtidos no caṕıtulo 1, nos limitaremos aqui a fixar

algumas notações.

Consideremos o problema limite

(P1)

⇢
L1u = f(u) , IR3

u 2 H1(IR3) ,

onde L1 é o operador obtido quando se escolhe µ = 1 no operador Lµ introduzido

no problema (Pµ) do caṕıtulo 1, isto é,

L1u = M

✓Z

IR3
|ru|2dx+

Z

IR3
u2dx

◆
[��u+ u] .

O funcional energia associado a (P1) é dado por

I1(u) =
1

2
cM(kuk2)�

Z

IR3
F (u),
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onde cM(t) =

Z t

0

M(s)ds e F (t) =

Z t

0

f(s)ds. De (f1) e (f2), o funcional I1 está

bem definido sobre o espaço de Hilbert H1(IR3), munido do produto interno

(u, v) =

Z

IR3
rurv +

Z

IR3
uv,

e da norma proveniente k.k.
Recordamos que, sendo M e f cont́ınuas, o funcional I1 é de classe

C1(H1(IR3), IR) e

I 01(u)v = M(kuk2)(u, v)�
Z

IR3
f(u)v, 8u, v 2 H1(IR3).

Denotamos a variedade de Nehari associada a I1 por

N1 = {u 2 H1(IR3)\{0} : I 01(u)u = 0}.

Denotamos por H1,+(IR3) o subconjunto aberto de H1(IR3) dado por

H1,+(IR3) = {u 2 H1(IR3) : u+ 6= 0},

e S+
1 = S1 \H1,+(IR3), onde S1 é a esfera unitária de H1(IR3).

O ńıvel minimax associado a I1 é denotado por c1.

2.3 Estrutura variacional

O funcional energia E� : H1
0 (⌦�) ! IR associado a (P⌦�

) é definido por

E�(u) =
1

2
cM(kuk2�)�

Z

⌦�

F (u),

onde

kuk2� :=
Z

⌦�

|ru|2 +
Z

⌦�

u2

define a norma em H1
0 (⌦�) proveniente do produto interno

(u, v)� =

Z

⌦�

rurv +

Z

⌦�

uv.

Sendo M e f funções cont́ınuas, temos que E� 2 C1(H1
0 (⌦�), IR) e

E 0
�(u)v = M(kuk2�)(u, v)� �

Z

⌦�

f(u)v, 8 v 2 H1
0 (⌦�).
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Definimos a variedade de Nehari associada ao funcional E� por

M� = {u 2 H1
0 (⌦�)\{0} : E 0

�(u)u = 0}.

Novamente, devido a regularidade de E� não sabemos sequer se M� é uma

variedade cont́ınua.

Denotamos por H1,+
0 (⌦�) o subconjunto aberto de H1

0 (⌦�) dado por

H1,+
0 (⌦�) = {u 2 H1

0 (⌦�) : u
+ 6= 0},

e S+
� = S� \H1,+

0 (⌦�), onde S� é a esfera unitária de H1
0 (⌦�).

Como no caṕıtulo 1, S+
� é uma C1,1-subvariedade de H1,+

0 (⌦�) e portanto,

para cada u 2 S+
� , temos que H1

0 (⌦�) = TuS
+
� � IRu.

Quando ⌦ = BR(0) para algum R > 0, temos ⌦� = B�R(0). Neste caso,

denotaremos o problema (P⌦�
) por (PB�R

), o funcional E� por E�,R e a variedade

de Nehari M� por M�,R.

2.4 Resultados preliminares

Levando em consideração a Observação 1.3.2, podemos argumentar,

respectivamente, como nas demonstrações dos Lema 1.3.2, Proposição 1.3.1 e

Lema 1.3.3, para demonstrar os próximos três resultados.

Lema 2.4.1 Suponha que a função M satisfaz (M1), (M 0
2) e (M 00

2 ) e a função f

satisfaz (f1)� (f4). Então:

(A1) Para cada u 2 H1,+
0 (⌦�), definimos hu : IR+ ! IR por hu(t) = E�(tu).

Então, existe um único tu > 0 tal que h0
u(t) > 0 em (0, tu) e h0

u(t) < 0 em

(tu,1).

(A2) Existe ⌧ > 0, independente de u, tal que tu � ⌧ para todo u 2 S+
� .

Além disso, para cada conjunto compacto W ⇢ S+
� existe CW > 0 tal que

tu  CW , para todo u 2 W.

(A3) A aplicação bm� : H1,+
0 (⌦�) ! M�, definida por bm�(u) = tuu, é

cont́ınua. A aplicação m� : S+
� ! M�, definida por m� = (bm�)|

S+
�

, é
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um homeomorfismo entre S+
� e M�. Além disso, a inversa de m� é dada

por m�1
� (u) = u/kuk�.

(A4) Se dist(un, @S
+
� ) ! 0, para alguma sequência {un} ⇢ S+

� , então

km�(un)k� ! 1 e Eµ(m�(un)) ! 1.

Definamos as aplicações

b � : H1,+
0 (⌦�) ! IR e  � : S

+
� ! IR,

por b �(u) = I�(bm�(u)) e  � := (b �)|
S+
�

.

Proposição 2.4.1 Sob as hipóteses do Lema 2.4.1,

(a) b � 2 C1(H1,+
0 (⌦�), IR) e

b 0
�(u)v =

kbm�(u)k�
kuk� E 0

�(bm�(u))v, 8u 2 H1,+
0 (⌦�) e 8v 2 H1

0 (⌦�).

(b)  � 2 C1(S+
� , IR) e

 0
�(u)v = km(u)k�E 0

�(m�(u))v, 8u 2 S+
� e 8v 2 TuS

+
� .

(c) Se {un} é uma sequência (PS)d para  � então {m�(un)} é uma sequência

(PS)d para E�. Se {un} ⇢ M� é uma sequência (PS)d limitada para E�

então {m�1
� (un)} é uma sequência (PS)d para  �.

(d) u é um ponto cŕıtico de  � se, e somente se, m�(u) é um ponto cŕıtico não-

trivial de E�. Além disso, os valores cŕıticos correspondentes coincidem

e

inf
S+
�

 � = inf
M�

E�.

Lema 2.4.2

c(�) = inf
u2M�

E�(u) = inf
u2H1,+

0 (⌦�)
max
t>0

E�(tu) = inf
u2S+

�

max
t>0

E�(tu).

Observação 2.4.1 Quando ⌦ = BR(0), denotaremos c(�) por c(�, R), m� por

m�,R,  � por  �,R e S+
� por S+

�,R.
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2.5 Existência de solução ground-state

Lema 2.5.1 O funcional E� verifica a condição (PS)d para todo d 2 IR.

Demonstração: Seja {un} ⇢ H1
0 (⌦�) uma sequência Palais-Smale no ńıvel d

para o funcional E�, isto é,

E�(un) ! d e E 0
�(un) ! 0,

quando n ! 1.

Usando (M 0
2), (f4) e argumentando como na demonstração do Lema 1.4.4,

conclúımos que {un} é limitada em H1
0 (⌦�).

Desde que H1
0 (⌦�) é um espaço de Hilbert e ⌦� é um domı́nio limitado, segue

que existe u 2 H1
0 (⌦�) tal que, a menos de subsequência, teremos

un * u em H1
0 (⌦�), (2.1)

un ! u em Ls(⌦�), 1  s < 6 (2.2)

e

kunk� ! t0, (2.3)

para algum t0 � 0.

Sendo {un} uma sequência Palais-Smale limitada, temos que

E 0
�(un)(un � u) = on(1). (2.4)

Por outro lado,

E 0
�(un)(un�u) = M(kunk2�)

Z

⌦�

runr(un � u) +

Z

⌦�

un(un � u)

�
+

Z

⌦�

f(un)(u�un).

Uma vez que f tem crescimento subcŕıtico, segue-se de (2.1), (2.2) e (2.3) que

E 0
�(un)(un � u) = M(t20)

⇥
t20 � kuk2�

⇤
+ on(1). (2.5)

Comparando (2.4) e (2.5) conclúımos que t0 = kuk� e sendo H1
0 (⌦�) Hilbert,

obtemos un ! u em H1
0 (⌦).
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Corolário 2.5.1 O funcional  � verifica a condição (PS)d sobre S+
� , para todo

d 2 IR.

Demonstração: Basta usar o Lema 2.4.1, a Proposição 2.4.1 e o Lema 2.5.1.

Teorema 2.5.1 Suponha que a função M satisfaz (M1), (M 0
2) e (M

00
2 ) e a função

f satisfaz (f1) � (f4). Então, o problema (P⌦�
) tem uma solução ground-state

positiva de classe C1,↵(⌦�), para todo � > 0.

Demonstração: A existência segue dos Lemas 2.4.1, 2.4.2, 2.5.1 e de [[76],

Theorem 1.17]. A regularidade e a positividade seguem de argumentos análogos

aos da demonstração do Teorema 1.3.1.

2.6 Comportamento dos ńıveis minimax

Nesta seção estudaremos como se comportam os ńıveis minimax com relação ao

parâmetro �. Antes, introduziremos algumas notações que se fazem necessárias.

Para cada x 2 IR3 e R > r > 0, denotamos por AR,r,x o conjunto

AR,r,x = BR(x)\Br(x).

Quando x = 0 denotamos o conjunto AR,r,0 por AR,r.

Para cada u 2 H1(IR3) com suporte compacto, definimos

��(u) =

Z

IR3
x|ru|2dx

Z

IR3
|ru|2dx

.

Além disso, para cada x 2 IR3, denotamos por a(R, r,�, x) o número real

a(R, r,�, x) = inf
u2A�,x

bE�,x(u),

onde

A�,x = {u : ��(u) = x e u 2 cM�,x},

bE�,x(u) =
1

2
cM
 Z

A�R,�r,x

|ru|2dx+

Z

A�R,�r,x

u2dx

!
�
Z

A�R,�r,x

F (u)dx,
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e
cM�,x = {u 2 H1

0 (A�R,�r,x)\{0} : bE 0
�,x(u)u = 0}.

Finalmente, denotamos o número a(R, r,�, 0) por a(R, r,�), o funcional bE�,0 por
bE� e o conjunto cM�,0 por cM�.

O próximo resultado será usado na demonstração da Proposição 2.7.1.

Proposição 2.6.1 O número a(R, r,�) satisfaz

lim inf
�!1

a(R, r,�) > c1.

Demonstração: Observemos que dado u 2 cM�, a extensão ũ de u, definida por

ũ(x) =

⇢
u(x) se x 2 A�R,�r,
0 se x 2 IR3\A�R,�r,

está em H1(IR3) e
Z

IR3
|reu|2dx+

Z

IR3
eu2dx =

Z

A�R,�r

|ru|2dx+

Z

A�R,�r

u2dx.

Logo, I1(eu) = bE�(u) e I 01(eu)eu = bE 0
�(u)u = 0. Assim, por abuso de notação

podemos identificar u e eu. Desta forma, temos A� ⇢ N1 e portanto

a(R, r,�) = inf
u2A�

bE�(u) � inf
u2N1

I1(u) = c1.

Mostrando que

a(R, r,�) � c1, 8� > 0. (2.6)

Suponhamos por contradição que

lim inf
�!1

a(R, r,�) = c1.

De (2.6), existe ⇤ > 0 tal que, para cada � > ⇤, temos

inf
���

a(R, r,�) = c1.

Da definição de ı́nfimo, existe {�n} ⇢ (0,1) tal que

�n ! 1 e a(R, r,�n) ! c1.
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Da definição de a(R, r,�n), obtemos uma sequência {un} ⇢ cM�n , verificando

��(un) = 0 e bE�n(un) ! c1.

Logo, {un} ⇢ N1 e I1(un) ! c1.

Do Lema 1.3.5 com µ = 1, temos que

un(x) = wn(x) + (x� yn), (2.7)

onde {wn} ⇢ H1(IR3) com

wn ! 0 em H1(IR3), (2.8)

{yn} ⇢ IR3 é tal que |yn| ! 1 (ver comentário imediatamente após o Lema 1.3.4)

e  2 H1(IR3),  > 0 satisfaz

I1( ) = c1 e I 01( ) = 0.

Uma vez que bE� é invariante por rotações, podemos assumir que yn = (y1n, 0, 0)

e que y1n < 0.

Definamos

↵ :=

Z

IR3
|r |2dx > 0.

Desenvolvendo o produto interno, obtemos
Z

B r�n
2

(yn)

|r(wn+ (.�yn))|2 =
Z

B r�n
2

(yn)

|rwn|2+2

Z

B r�n
2

(yn)

rwnr (.�yn)+↵+on(1).

Conclúımos de (2.8) e do Teorema da convergência dominada de Lebesgue que

Z

B r�n
2

(yn)

|run|2dx ! ↵. (2.9)

Definindo ⇥n = B r�n
2
(yn) \ [BR�n(0)\Br�n(0)], resulta de (2.9) que existe

n0 2 IN tal que |⇥n| > 0 para todo n � n0. Por outro lado, de (2.7) e (2.8),

obtemos Z

BR�n (0)\Br�n (0)

|run|2dx ! ↵. (2.10)
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De (2.9) e (2.10), resulta que
Z

⇥n

|run|2dx ! ↵.

Portanto, definindo ⌥n = [BR�n(0)\Br�n(0)] \B r�n
2
(yn), conclúımos que

Z

⌥n

|run|2dx ! 0. (2.11)

Uma vez que ��(un) = 0, teremos

0 =

Z

A�nR,�nr

x1|run|2 =
Z

⇥n

x1|run|2 +
Z

⌥n

x1|run|2.

Assim,

0  �(
r�n
2

)(↵ + on(1)) +R�n

Z

⌥n

|run|2,

e consequentemente, Z

⌥n

|run|2 � rM

2R
+ on(1),

contradizendo (2.11). A prova está completa.

Proposição 2.6.2 O ńıvel c(�) verifica

lim
�!1

c(�) = c1.

Demonstração: Seja ' 2 C1
0 (IR3) tal que ' = 1 em B1(0), ' = 0 em IR3\B2(0)

e 0  '  1. Para cada R > 0, definimos

'R(x) = '
⇣ x

R

⌘
e wR(x) = 'R(x)w(x),

onde w é uma solução ground-state positiva de (P1).

Uma vez que 0 2 ⌦, existe �⇤ = �⇤(R) > 0 tal que

B2R(0) ⇢ ⌦�, 8� � �⇤.

Do Lema 2.4.1(A1), existe um único tR > 0 tal que tRwR 2 M�. Observe que,

sendo wR de suporte compacto, tR é o mesmo para todo � � �⇤. Então,

c(�)  I1(tRwR), � � �⇤.
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Sendo assim,

lim sup
�!1

c(�)  I1(tRwR). (2.12)

Mostraremos agora que

lim
R!1

tR = 1. (2.13)

De fato, como tRwR 2 M�, obtemos

M(t2RkwRk2�)kwRk2� =
Z

⌦�

f(tRwR)

tR
wR.

Como kwRk2� = kwRk2, temos

M(t2RkwRk2)
t2RkwRk2 =

1

kwRk4
Z

IR3


f(tRwR)

(tRwR)3

�
w4

R. (2.14)

Considerando R > 1 e usando (f3) e (f4), obtemos

M(t2RkwRk2)
t2RkwRk2 � 1

kwRk4
Z

B1(0)


f(tRwR)

(tRwR)3

�
w4

R

� 1

kwRk4
Z

B1(0)


f(tRa)

(tRa)3

�
a4, (2.15)

onde a = min
|x|1

w(x).

Suponha que existe uma sequência {Rn} ⇢ (0,1) tal que Rn ! 1 e

tRn ! 1. De (2.15), temos

M(t2Rn
kwRnk2)

t2Rn
kwRnk2

� 1

kwRnk4
Z

B1(0)


f(tRna)

(tRna)3

�
a4.

Segue de (f3) e do Lema de Fatou, que

M(t2Rn
kwRnk2)

t2Rn
kwRnk2

! 1, (2.16)

pois, devido ao Teorema da convergência dominada de Lebesgue,

kwRnk2 ! kwk2 > 0.

Porém, a convergência em (2.16) contradiz a hipótese (M 00
2 ). Logo, a aplicação

R 7! tR é limitada.
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Suponha que existe {Rn} ⇢ (0,1) tal que Rn ! 1 e tRn ! 0. Segue-se de

(f1) e (f2) que

f(tRnwRn)

(tRnwRn)3
 ⇠(tRnwRn)

3 + C⇠(tRnwRn)
q�1

(tRnwRn)3
,

e portanto 
f(tRnwRn)

(tRnwRn)3

�
w4

Rn
 ⇠w4

Rn
+ C⇠t

q�4
Rn

wq
Rn

.

Como wRn ! w em H1(IR3), resulta das imersões cont́ınuas de Sobolev que

Z

IR3


f(tRnwRn)

(tRnwRn)3

�
w4

Rn
 C1⇠ + C2t

q�4
Rn

.

Sendo q > 4, obtemos

0  lim sup
n!1

Z

IR3


f(tRnwRn)

(tRnwRn)3

�
w4

Rn
 C1⇠, 8 ⇠ > 0.

Consequentemente,

lim
n!1

Z

IR3


f(tRnwRn)

(tRnwRn)3

�
w4

Rn
= 0.

Passando ao limite de n ! 1 em (2.14), obtemos

M(t2Rn
kwRnk2)

t2Rn
kwRnk2

! 0.

Contradizendo a hipótese (M 0
2).

Portanto, existem R0, � > 0 tais que tR � � para todo R � R0 e, considerando

{Rn} ⇢ (0,1) com Rn ! 1, existe t0 � � > 0 tal que tRn ! t0.

De (2.14), obtemos

M(t20kwk2)
t20kwk2

=
1

kwk4
Z

IR3


f(t0w)

(t0w)3

�
w4. (2.17)

Porém, de acordo com Lema 1.3.2(A1), existe um único real positivo satisfazendo

a igualdade em (2.17). Uma vez que w é solução de (P1) temos que 1 também

satisfaz a igualdade em (2.17), logo t0 = 1 e I1(tRwR) ! I1(w) = c1 quando

R ! 1.
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Assim, de (2.12), conclúımos que

lim sup
�!1

c(�)  c1. (2.18)

Por outro lado, sendo u 2 H1
0 (⌦�), temos que eu 2 H1(IR3), onde

eu(x) =
⇢

u(x) se x 2 ⌦�,
0 se x 2 IR3\⌦�.

Dáı, E�(tu) = I1(teu), para todos u 2 H1
0 (⌦�) e t � 0.

Isso nos permite concluir que

c(�) = inf
u2H1

0(⌦�)
u 6=0

max
t�0

E�(tu) � inf
u2H1(IR3)

u 6=0

max
t�0

I1(tu) = c1.

Portanto,

lim inf
�!1

c(�) � c1. (2.19)

De (2.18) e (2.19) conclúımos que

lim
�!1

c(�) = c1.

2.7 Multiplicidade de Soluções

Fixaremos agora r > 0 suficientemente pequeno de modo que os conjuntos

⌦� = {x 2 ⌦ : dist(x, @⌦) � r}

e

⌦+ = {x 2 IR3 : dist(x,⌦)  r}
sejam homotopicamente equivalentes.

Definimos os conjuntos Ec
� e  c

� por

Ec
� = {u 2 M� : E�(u)  c}

e

 c
� = {u 2 S+

� :  �(u)  c}.
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Lema 2.7.1 Os conjuntos Ec(�,r)
� e  c(�,r)

� são fechados em H1
0 (⌦�) e não-vazios.

Demonstração: De fato, basta notar que tais conjuntos são homeomorfos e

Ec(�,r)
� é fechado, pois E� é continuo e M� é fechado.

Para mostrar que Ec(�,r)
� e  c(�,r)

� são não-vazios, seja u�,r uma solução ground-

state positiva para (PB�r
). Tal solução pode ser considerada radialmente simétrica

em relação a origem devido a (f5), ver [30].

Consideremos aplicação �r : �⌦� ! H1
0 (⌦�) definida por

�r,y(x) =

⇢
u�,r(|x� y|), x 2 B�r(y)

0, x 2 ⌦�\B�r(y)

Para cada y 2 �⌦�, temos que �r,y 2 H1(IR3). Além disso, como u�,r 2 M�,r,

resulta que �r,y 2 M� e E�(�r,y) = c(�, r), para todo y 2 �⌦�.

Note que �r é uma aplicação cont́ınua, pois

�r,y = T̂yu�,r = Tygu�,r

e a aplicação translação de y, denotada por Ty : �⌦� ! H1
0 (⌦�), é cont́ınua.

Finalmente, observamos que para cada y 2 �⌦�, temos ��(�r,y) = y.

Proposição 2.7.1 Existe �⇤ > 0 tal que se � 2 [�⇤,1) e u 2 Ec(r,�)
� , então

��(u) 2 �⌦+.

Demonstração: Suponhamos por contradição que o resultado não seja

verdadeiro. Então, existem {�n} ⇢ (0,1) com �n ! 1 quando n ! 1 e

uma sequência {un} tal que, un 2 M�n , E�n(un)  c(r,�n), e

xn = ��n(un) 62 �n⌦
+, 8 n 2 IN. (2.20)

Para cada y = �nx, com x 2 ⌦, temos que

�nr < |y � xn|
= |�nx� ��n(un)|

=

��������

Z

IR3
(�nx� z)|run|2dz
Z

IR3
|run|2dz

��������
.
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Assim,

�nr < |y � xn| = �n

��������

Z

IR3

✓
x� 1

�n
z

◆
|run|2dz

Z

IR3
|run|2dz

��������
.

Uma vez que |x� (1/�n)z|  diam⌦, obtemos

�nr < |y � xn|  �ndiam⌦.

Assim, para garantir que

⌦�n ⇢ A�nR,�nr,xn ,

é suficiente tomarmos R > diam⌦. Neste caso, teremos

a(R, r,�n, xn)  inf
u2cM�n,xn

E�n(u)  E�n(un)  c(�n, r).

Desde que bE�n,xn(u) = bE�n(u), obtemos a(R, r,�n, xn) = a(R, r,�n), e assim

a(R, r,�n)  c(�n, r). (2.21)

Passando ao limite inferior de n ! 1 em (2.21) e usando a Proposição 2.6.2,

conclúımos que

lim inf
n!1

a(R, r,�n)  c1,

contradizendo a Proposição 2.6.1. A prova está completa.

Proposição 2.7.2 Para cada � 2 [�⇤,1), temos que

cat
 

c(�,r)
�

�
m�1
� (�r(�⌦�))

�
= cat

E
c(�,r)
�

(�r(�⌦�)) � cat⌦.

Demonstração: Dividiremos a demonstração em duas afirmações.

Afirmação 2.7.1

cat
 

c(�,r)
�

�
m�1
� (�r(�⌦�))

�
= cat

E
c(�,r)
�

(�r(�⌦�)) .
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Prova da Afirmação 2.7.1:

Suponhamos que cat
E

c(�,r)
�

(�r(�⌦�)) = k. Sendo assim, existem k

subconjuntos Aj ⇢ Ec(�,r)
� ⇢ M�, fechados e contráteis em Ec(�,r)

� , tais que

�r(�⌦�) =
k[

j=1

Aj.

Sendo m� : S
+
� ! M� um homeomorfismo, os subconjuntos Bj = m�1

� (Aj) ⇢
 c(�,r)
� ⇢ S+

� são fechados e não-vazios para cada j 2 {1, 2, . . . , k} e

m�1
� (�r(�⌦�)) =

k[

j=1

Bj.

Vejamos que os conjuntos Bj são todos contráteis em  c(�,r)
� . Ora, sendo Aj

contrátil em Ec(�,r)
� , existem uma deformação gj 2 C([0, 1] ⇥ Aj, E

c(�,r)
� ) e uma

função wj 2 Ec(�,r)
� tais que

gj(0, u) = u e gj(1, u) = wj, 8 u 2 Aj. (2.22)

Definamos a aplicação hj 2 C([0, 1]⇥ Bj, 
c(�,r)
� ) por

hj(t, u) = m�1
� (gj(t,m�(u))) , 8 t 2 [0, 1], 8 u 2 Bj.

Segue de (2.22) que

hj(0, u) = u e hj(1, u) = m�1
� (wj), 8 u 2 Bj. (2.23)

Portanto cat
 

c(�,r)
�

�
m�1
� (�r(�⌦�))

�  k.

Usando o mesmo racioćınio vemos que k  cat
 

c(�,r)
�

�
m�1
� (�r(�⌦�))

�
, o que

prova a afirmação. ⇤

Afirmação 2.7.2 cat
E

c(�,r)
�

(�r(�⌦�)) = k � cat⌦.

Prova da Afirmação 2.7.2:

Definamos k conjuntos Cj = ��1
r (Aj) ⇢ ��1

r (Ec(�,r)
� ) ⇢ �⌦�. Sendo �r

uma aplicação cont́ınua, temos que os conjuntos Cj são fechados. Além disso,

conclúımos que

�⌦� =
k[

j=1

Cj. (2.24)
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Com efeito, desde que �r,y 2 M� com E�(�r,y) = c(�, r), para todo y 2 �⌦�,

resulta que �r,y 2 Ec(�,r)
� , para todo y 2 �⌦� e, consequentemente, �⌦� ⇢

��1
r (Ec(�,r)

� ).

Vejamos agora que os conjuntos Cj são contráteis em �⌦+. Para isso,

definiremos as deformações �j 2 C([0, 1]⇥ Cj,�⌦+) por

�j(t, y) = ��(gj(t,�r,y)).

Segue de (2.22) que

�j(0, y) = y e gj(1, y) = ��(wj), 8 y 2 Cj. (2.25)

Desde que wj 2 Ec(�,r)
� e � 2 [�⇤,1), conclúımos da Proposição 2.7.1, que

��(wj) 2 �⌦+. Resulta de (2.25) que os conjuntos Cj são contráteis em �⌦+.

Segue do fato de os conjuntos �⌦� e �⌦+ serem homotopicamente equivalentes

e da definição de categoria, que

cat⌦ = cat⌦� = cat�⌦+(�⌦�)  k = cat
E

c(�,r)
�

(�r(�⌦�)) .

Provando a afirmação.⇤
O resultado segue das Afirmações 2.7.1 e 2.7.2.

Agora demonstraremos o principal resultado do caṕıtulo 2.

Demonstração do Teorema 2.1.1: Definamos o conjunto compacto K :=

m�1
� (�r(�⌦�)) e observemos que K ⇢  c(�,r)

� ⇢ S+
� . Além disso, segue da

Proposição 2.7.2 que

cat⌦  cat
 

c(�,r)
�

(K).

Do resultado abstrato de categoria em [72], com c = c(�) < c(�, r) = d, temos que

 c(�,r)
� contém cat⌦ pontos cŕıticos de  �. Da Proposição 2.4.1(d), conclúımos

que o funcional E� possui ao menos cat⌦ pontos cŕıticos, cujas energias pertencem

ao intervalo [c(�), c(�, r)].

Para mostrar a existência de outro ponto cŕıtico distinto dos anteriores,

argumentaremos como em [[27], Theorem 1.1].

Sendo assim, escolhamos u⇤ 2 S+
� tal que u⇤ 62 K e definamos o conjunto

⇥ = {tu⇤ + (1� t)u : t 2 [0, 1] e u 2 K}.
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Desde que K é compacto e [0, 1] limitado, temos que ⇥ é compacto. Além

disso, por construção, ⇥ é contrátil em  c
�, onde

c(�, r) < max
v2⇥

 � =: c.

Novamente do resultado abstrato em [72], com 2  k = cat⌦ e e = c,

conclúımos que o funcional  � possui outro ponto cŕıtico em  c
�\ c(�,r)

� . Da

Proposição 2.4.1(d), segue-se que o funcional E� possui mais um ponto cŕıtico

com energia no intervalo (c(�, r), c].
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Caṕıtulo 3

Potencial nulo no infinito

3.1 Introdução

Neste último caṕıtulo, estudaremos a existência de soluções nodais com energia

mı́nima para o problema

(P )

⇢ L1u = K(x)f(u) , IR3

u 2 D1,2(IR3) ,

onde L1 é um operador não-local definido por

L1u = M

✓Z

IR3
|ru|2dx+

Z

IR3
V (x)u2dx

◆
[��u+ V (x)u] .

As aplicações M : IR+ ! IR+, V , K : IR3 ! IR e f : IR ! IR são funções

cont́ınuas tais que M satisfaz (M1), (M 0
2) e (M 00

2 ); V e K são tais que

(I) V (x), K(x) > 0 para x 2 IR3 e K 2 L1(IR3).

(II) Se {An} ⇢ IR3 é uma sequência de conjuntos de Borel tais que |An|  R

para todo n 2 IN e algum R > 0, então

lim
r!+1

Z

An\Bc
r(0)

K(x)dx = 0, uniformemente em n 2 IN . (3.1)

(III) Uma das condições abaixo ocorre:

K

V
2 L1(IR3), (3.2)
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ou existe p 2 (2, 6) tal que

lim
|x|!1

K(x)

V (x)(6�p)/4
= 0, (3.3)

e f satisfaz

(f 0
1)

lim
t!0

f(t)

t3
= 0, se ocorre (3.2) ou (3.3), para algum p 2 (2, 4],

e

lim
t!0

f(t)

|t|p�1
= 0, se (3.3) ocorre para algum p 2 (4, 6).

(f 0
2)

lim
|t|!1

f(t)

t5
= 0.

(f 0
3)

lim
|t|!1

F (t)

t4
= +1.

(f 0
4) A aplicação

t 7! f(t)

|t|3
é não-decrescente em IR\{0}.

A seguir, enunciamos o principal resultado deste caṕıtulo.

Teorema 3.1.1 Suponha que a função M satisfaz (M1), (M 0
2) e (M 00

2 ), as

aplicações V e K satisfazem (I)� (III) e a função f satisfaz (f 0
1)� (f 0

4). Então

o problema (P ) possui uma solução nodal de energia mı́nima. Além disso, se f é

ı́mpar então (P ) admite infinitas soluções (não necessariamente nodais).

O presente caṕıtulo está dividido da seguinte forma: A seção 3.2 é dedicada

ao estudo de resultados preliminares e é composta por três subseções, na

primeira introduzimos a estrutura variacional do problema e mencionamos alguns

resultados de compacidade; na segunda obtemos alguns resultados (ver Lema 3.2.1

e Proposição 3.2.3) que nos permitirão contornar a ausência de uma estrutura

diferenciável na variedade de Nehari e nos auxiliarão na obtenção do resultado

de multiplicidade; na terceira estudamos o comportamento do conjunto onde

buscaremos solução nodal com energia mı́nima. Finalmente, na última seção

provamos o Teorema 3.1.1 .
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3.2 Resultados Preliminares

3.2.1 Estrutura variacional

Nesta subseção deduziremos alguns resultados preliminares e fixaremos algumas

notações.

Buscaremos soluções de (P ) investigando a existência de pontos cŕıticos do

funcional energia

J(u) =
1

2
cM
✓Z

IR3
|ru|2 +

Z

IR3
V (x)u2

◆
�
Z

IR3
K(x)F (u),

onde cM(t) =

Z t

0

M(s)ds e F (t) =

Z t

0

f(s)ds.

Por (f 0
1), (f

0
2) (ver Lema 1.0.5(i)), (I) e (III) o funcional J está bem definido

sobre o espaço de Hilbert

E = {u 2 D1,2(IR3) :

Z

IR3
V (x)u2 < 1},

munido do produto interno

(u, v) =

Z

IR3
rurv +

Z

IR3
V (x)uv

e da norma proveniente k.k. Denotaremos por S6 a melhor constante da imersão

cont́ınua de E em L6(IR3).

Sendo as aplicações M e f cont́ınuas, J é de classe C1(E, IR) e tem derivada

dada por

J 0(u)v = M(kuk2)(u, v)�
Z

IR3
K(x)f(u)v, 8u, v 2 E.

Sob as hipóteses (I) � (III), Alves e Souto, em [15], provaram os seguintes

resultados de compacidade envolvendo o espaço E:

Proposição 3.2.1 Suponha que valem as hipóteses (I) � (III). Então, E está

compactamente imerso em Lq
K(IR

3) para todo q 2 (2, 6), se (3.2) ocorre, e para

q = p, se (3.3) ocorre, onde

Lq
K(IR

3) = {u : IR3 ! IR: u é mensurável e

Z

IR3
K(x)|u|q < 1}.
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Proposição 3.2.2 Suponha que f satisfaz (f 0
1)� (f 0

2) e valem (I)� (III). Seja

{vn} tal que vn * v em E. Então,

Z

IR3
K(x)F (vn) !

Z

IR3
K(x)F (v)

e Z

IR3
K(x)f(vn)vn !

Z

IR3
K(x)f(v)v.

Por simplicidade, definimos o subconjunto aberto E± de E por

E± = {u 2 E : u± 6= 0}.

A variedade de Nehari associada a J será denotada por

N = {u 2 E\{0} : J 0(u)u = 0}.

Denotamos por M o conjunto

M = {u 2 E± : J 0(u)(u±) = 0}

e por S a esfera unitária de E.

Observe que M está contido em N pois, uma vez que para cada u 2 E temos

u = u+ + u�, obtemos

J 0(u)u = J 0(u)(u+) + J 0
"(u)(u

�) = 0, 8 u 2 M.

Além disso, se existirem pontos cŕıticos nodais (mudam de sinal) para J eles

pertencerão ao conjunto M.

Finalmente, uma solução fraca de (P ) é uma função u 2 E tal que

M(kuk2)(u, v) =
Z

IR3
K(x)f(u)v, 8v 2 E.

Dizemos que uma solução fraca u 2 E é nodal se u 2 E±.

Portanto, pontos cŕıticos de J são soluções fracas de (P ) e pontos cŕıticos

u 2 E± de J são soluções fracas nodais de (P ).
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3.2.2 Preliminares: multiplicidade de soluções

Nesta subseção obteremos alguns resultados que nos auxiliarão na prova do

resultado de multiplicidade. Como estamos com hipóteses distintas daquelas

consideradas no caṕıtulo 1, daremos a demonstração do próximo lema.

Lema 3.2.1 Suponha que M , V , K e f satisfazem as mesmas hipóteses do

Teorema 3.1.1. Assim:

(A1) Para cada u 2 E\{0}, definimos hu : IR+ ! IR por hu(t) = J(tu). Então,

existe um único tu > 0 tal que h0
u(t) > 0 em (0, tu) e h0

u(t) < 0 em (tu,1).

(A2) Existe ⌧ > 0, independente de u, tal que tu � ⌧ para todo u 2 S. Além

disso, para cada conjunto compacto W ⇢ S existe CW > 0 tal que tu  CW ,

para todo u 2 W.

(A3) A aplicação bm : E\{0} ! N , definida por bm(u) = tuu, é cont́ınua. A

aplicação m : S ! N , definida por m = bm|S , é um homeomorfismo entre S

e N . Além disso, a inversa de m é dada por m�1(u) = u/kuk.

Demonstração:

(A1) Suponhamos primeiramente que (3.2) ocorre. Segue de (M 0
2), (f

0
1) e (f

0
2)

(ver Lema 1.0.6(ii)) que para cada ⇠ > 0 existe C⇠ > 0 tal que

J(tu) =
1

2
cM(ktuk2)�

Z

IR3
K(x)F (tu)

� m0

2
t2kuk2 � ⇠

2

Z

IR3
K(x)t2u2 � C⇠

Z

IR3
K(x)t6u6.

De (3.2) e (I), obtemos

J(tu) � 1

2

�
m0 � ⇠|K/V |L1(IR3)

�
t2kuk2 � C⇠|K|L1(IR3)

1

S3
6

t6kuk6. (3.4)

Escolhendo ⇠ < m0/|K/V |L1(IR3), obtemos t0 > 0 (suficientemente pequeno) tal

que

0 < hu(t) = J(tu), 8 t < t0. (3.5)
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Supondo que (3.3) ocorre, segue de [15] que existe Cp > 0 tal que para cada

" 2 (0, Cp) obtemos R > 0 satisfazendo
Z

BR(0)c
K(x)|u|p  "

Z

BR(0)c
(V (x)u2 + u6), 8 u 2 E. (3.6)

Sendo assim, novamente de (M 0
2), (f

0
1) e (f 0

2) (ver Lema 1.0.6(ii))

J(tu) � m0

2
t2kuk2 � ⇠

2
tp
Z

IR3
K(x)|u|p � C⇠t

6

Z

IR3
K(x)u6.

De (3.6), da desigualdade de Holder com expoentes 6/p e 6/(6 � p) e de (I)

segue que

J(tu) � m0

2
t2kuk2 � ⇠

2
tp"

Z

BR(0)c
[V (x)u2 + u6]

� ⇠tp|K|L6/(6�p)(BR(0))

✓Z

BR(0)

u6

◆p/6

� C⇠|K|L1(IR3)t
6

Z

IR3
u6.

Logo,

J(tu) � m0

2
t2kuk2 � C⇠|K|L1(IR3)

1

S3
6

t6kuk6

� ⇠

 
"kuk2 + 1

S3
6

"kuk6 + |K|L6/(6�p)(BR(0))

1

Sp/2
6

kukp
!
tp. (3.7)

Mostrando novamente que (3.5) ocorre.

Por outro lado,

J(tu)  1

2
cM(ktuk2)�

Z

A

K(x)F (tu),

onde A ⇢ suppu é um conjunto mensurável de medida positiva e finita. De (M 00
2 )

(ver Lema 1.0.1(ii)) e (f 0
3) (ver Lema 1.0.6(iii)), existem constantes positivas

C1, C2, C3 e C4, com C3 tão grande quanto necessário, tais que

M(t)  C1 + C2t, 8 t � 0 e F (s) � C3s
4 � C4, 8 s 2 IR .

Dáı,

J(tu)  C1t
2kuk2 + C2t

4kuk4 � C3t
4

Z

A

K(x)u4 + C4

Z

A

K(x).
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Assim, temos

J(tu)  C1t
2kuk2 �

✓
C3

Z

A

K(x)u4 � C2kuk4
◆
t4 + C4|K|L1(IR3)|A|. (3.8)

Logo, existe R > 0 (suficientemente grande) tal que

hu(R) = J(Ru) < 0. (3.9)

Sendo a aplicação hu : [0,1) ! IR cont́ınua, ela admite ao menos um ponto

de máximo tu > 0.

Devido as hipóteses (M 00
2 ) e (f

0
4), segue-se que tu é o único ponto cŕıtico de hu

e portanto tu é ponto de máximo global. Com efeito, suponha por contradição

que existem números reais positivos t1 > t2 tais que h0
u(t1) = h0

u(t2) = 0. Segue

da definição de hu que

0 >
M(kt1uk2)
kt1uk2 � M(kt2uk2)

kt2uk2 =
1

kuk4
Z

IR3
K(x)


f(t1u)

(t1u)3
� f(t2u)

(t2u)3

�
u4 � 0,

o que não faz sentido. Sendo assim, para cada u 2 E\{0}, a aplicação hu tem um

único ponto de máximo global tu > 0, o qual é o único real positivo satisfazendo

tuu 2 N . Isso prova (A1).

(A2) Seja u 2 S. Segue de (A1) que existe tu > 0 tal que

M(t2ukuk2)t2ukuk2 =
Z

IR3
K(x)f(tuu)(tuu).

Da igualdade anterior e de (M 0
2), temos que

m0t
2
ukuk2 

Z

IR3
K(x)f(tuu)(tuu).

Estimando o lado direito da desigualdade acima como em (3.4) e (3.7), conclúımos

que existe ⌧ > 0 (independente de u) tal que tu � ⌧ .

Por outro lado, seja W ⇢ S compacto. Suponha por contradição que existe

{un} ⇢ W tal que tn := tun ! 1. Sendo W compacto, existe u 2 W com un ! u

em E. De (3.8), obtemos

J(tnun) ! �1 em IR . (3.10)
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Desde que (M 00
2 ) e (f 0

4) (Ver Lemas 1.0.3 e 1.0.5(iii)) implicam que

t 7! 1

2
cM(t)� 1

4
M(t)t e t 7! 1

4
f(t)t� 4F (t)

são aplicações, respectivamente, crescente e não-decrescente para t � 0 e

t 7! 1

4
f(t)t� 4F (t)

é não-crescente para t  0, segue que, para cada v 2 N ,

J"(v) = J"(v)� 1

4
J 0
"(v)v

=
1

2
cM(kvk2")�

1

4
M(kvk2")kvk2"

+

Z

IR3
K(x)


1

4
f(v)v � F (v)

�

� 0. (3.11)

Uma vez que que {tunun} ⇢ N , conclúımos de (3.10) que (3.11) não ocorre,

o que é uma contradição. Portanto (A2) é verdadeiro.

(A3) Vejamos primeiramente que bm, m e m�1 estão bem definidas. De fato,

para cada u 2 E\{0} segue, de (A1), que existe um único m(u) 2 N . Por outro

lado, se u 2 N então u 6= 0, donde m�1(u) = u/kuk 2 S e m�1 está bem definida.

Desde que,

m�1(m(u)) = m�1(tuu) =
tuu

tukuk = u, 8 u 2 S

e

m(m�1(u)) = m

✓
u

kuk
◆

= t( u
kuk )

u

kuk = u, 8 u 2 N ,

conclúımos que m é bijetiva com inversa m�1.

Finalmente, segue da definição de m�1 a sua continuidade. Para mostrar

que bm : E\{0} ! N é cont́ınua, sejam {un} ⇢ E\{0} e u 2 E\{0} tais que

un ! u em E. De (A2), existe t0 > 0 tal que kunktun = t( un
kunk )

! t0. Assim,

tun ! t0/kuk. Desde que, tunun 2 N temos

M(t2un
kunk2)tunkunk2 =

Z

IR3
K(x)f(tunun)un, 8 n 2 IN.
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Passando ao limite de n ! 1, conclúımos que

M

✓
t20

kuk2kuk
2

◆
t0
kukkuk

2 =

Z

IR3
K(x)f

✓
t0
kuku

◆
u.

Donde (t0/kuk)u 2 N e consequentemente tu = t0/kuk, mostrando que bm(un) !
bm(u). Logo, bm e m são cont́ınuas.

Definamos agora as aplicações

b : E\{0} ! IR e  : S ! IR,

por b (u) = J(bm(u)) e  := b |S .

Os próximos resultados são consequências diretas do Lema 3.2.1 e

suas demonstrações são análogas as da Proposição 1.3.1 e do Lema 1.3.3,

respectivamente.

Proposição 3.2.3 Sob as hipóteses do Lema 3.2.1,

(a) b 2 C1(E\{0}, IR) e
b 0(u)v =

kbm(u)k
kuk J 0(bm(u))v, 8u 2 E\{0} e 8v 2 E.

(b)  2 C1(S, IR) e

 0(u)v = km(u)kJ 0(m(u))v, 8v 2 TuS.

(c) Se {un} é uma sequência (PS)d para  então {m(un)} é uma sequência

(PS)d para J . Se {un} ⇢ N é uma sequência (PS)d limitada para J então

{m�1(un)} é uma sequência (PS)d para  .

(d) u é um ponto cŕıtico de  se, e somente se, m(u) é um ponto cŕıtico não-

trivial de J . Além disso, os valores cŕıticos correspondentes coincidem e

inf
S
 = inf

N
J.

Lema 3.2.2

d1 := inf
u2N

J(u) = inf
u2E\{0}

max
t>0

J(tu) = inf
u2S

max
t>0

J(tu). (3.12)

Em particular, as desigualdades em (3.4) e (3.7), juntamente com a identidade

em (3.12), nos dizem que

d1 > 0. (3.13)
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3.2.3 Lemas técnicos

Nesta subseção estudaremos algumas propriedades do conjunto M e da função

hu : IR+⇥IR+ ! IRdefinida por hu(t, s) = J(tu++su�), para cada u 2 E± fixado.

Tais estudos nos auxiliarão na prova do resultado de existência de solução nodal

com energia mı́nima. Nossos argumentos são ligeiramente distintos daqueles em

[14] e [43], por exemplo, fornecemos uma prova alternativa para o Lema 3.2.4, a

qual não faz uso do Teorema de Miranda em [61].

Lema 3.2.3 Um par (t, s), com coordenadas positivas, é ponto cŕıtico de hu se,

e somente se, tu+ + su� 2 M.

Demonstração:

A demonstração é uma consequência direta da igualdade

rhu(t, s) =

✓
@hu

@t
(t, s),

@hu

@s
(t, s)

◆

= (J 0(tu+ + su�)(u+), J 0(tu+ + su�)(u�))

= (
1

t
J 0(tu+ + su�)(tu+),

1

s
J 0(tu+ + su�)(su�)).

Lema 3.2.4 Para cada u 2 E±, existem t+, t� > 0 tais que (t+, t�) é um ponto

cŕıtico de hu.

Demonstração: Para cada u 2 E± e s0 > 0 fixados, definamos a função

gs0 : [0,1) ! IR por gs0(t) = hu(t, s0) . Argumentando como na demonstração

do Lema 3.2.1(A1), conclúımos que gs0 admite ponto de máximo positivo.

Para mostrar que tal ponto é único é suficiente notar que, de (M 00
2 ) e do Lema

1.0.4(ii), a aplicação

t 7! M(t+ a)

t

é decrescente, para cada a � 0 fixado. Dáı e de argumentos como na

demonstração do Lema 3.2.1(A1) resulta que existe um único

t0 = t0(u, s0) > 0, (3.14)
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tal que

g0s0(t) > 0 se t 2 (0, t0), g
0
s0
(t0) = 0 e g0s0(t) < 0 se t 2 (t0,1). (3.15)

Assim, fica bem definida a aplicação '1 : [0,1) ! [0,1) por '1(s) = t(u, s),

onde t(u, s) satisfaz as propriedades mencionadas em (3.15), com s no lugar de

s0.

Da definição de '1 e de (3.15), temos

g0s('1(s)) =
@hu

@t
('1(s), s) = 0, 8 s � 0.

Isto é,

M('1(s)
2ku+k2 + s2ku�k2)'1(s)ku+k2 =

Z

IR3
K(x)f('1(s)u

+)u+, (3.16)

para todo s � 0.

Agora estudaremos algumas propriedades da função '1.

a) '1 é cont́ınua.

De fato, suponha que sn ! s0 em IR . Suponha ainda, por contradição,

que '(sn) ! 1, a menos de subsequência. Neste caso, para n grande, temos

'(sn) � sn e de (M1) e (3.16), obtemos

M('1(sn)2kuk2)
'1(sn)2kuk2 � 1

ku+k2kuk2
Z

IR3
K(x)


f('1(sn)u+)

('1(sn)u+)3

�
(u+)4, 8 n 2 IN. (3.17)

De (M 00
2 ), (f

0
4) e do Lema de Fatou, resulta que passando ao limite de n ! 1

chegamos a uma contradição. Logo {'(sn)} é limitada. Portanto, existe t0 � 0

tal que, a menos de subsequência,

'(sn) ! t0. (3.18)

Passando ao limite de n ! 1 em (3.16) com s = sn e usando (3.18), resulta

que

M(t20ku+k2 + s20ku�k2)t0ku+k2 =
Z

IR3
K(x)f(t0u

+)u+.

Mostrando que

g0s0(t0) =
@hu

@t
(t0, s0) = 0
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e, consequentemente, t0 = '1(s0). Isso mostra que '1 é cont́ınua.

b) '1(0) > 0.

Segue diretamente do Lema 3.2.1(A1). Também podemos concluir o ı́tem b)

da seguinte forma. Suponha por contradição que '1(0) = 0. Passando ao limite

de s ! 0 em

M('1(s)
2ku+k2 + s2ku�k2) = 1

ku+k2
Z

IR3
K(x)


f('1(s)u+)

('1(s)u+)

�
(u+)2, 8 s � 0

e usando (M 00
2 ) chegamos a uma contradição. Logo b) ocorre.

c) '1(s) � s para s pequeno e '1(s)  s para s grande.

De a) e b) segue-se que '1(s) � s para s pequeno. Por outro lado,

argumentando exatamente como em (3.17), podemos provar que não existe

qualquer sequência {sn}, com sn ! 1, tal que '1(sn) � sn para todo n 2 IN.

Mostrando que c) ocorre.

De modo análogo ao que fizemos na definição de gs, para cada t � 0

fixado, podemos definir gt(s) := hu(t, s) e consequentemente podemos definir uma

aplicação '2, de modo análogo a definição de '1, a qual satisfaz as propriedades

a)-c).

Para provar o lema, definamos as sequências de números reais positivos {tn}
e {sn} da seguinte forma. Fixamos s1 > 0 de modo arbitrário e definimos

tn = '1(sn) e sn+1 = '2(tn). (3.19)

Por definição, temos que

@hu

@t
(tn, sn) =

@hu

@s
(tn, sn+1) = 0, 8 n 2 IN. (3.20)

Segue de (3.20) que, para provar o lema, é suficiente mostrarmos que {tn}
e {sn} admitem subsequências (com mesmos ı́ndices) convergentes, com limites

positivos.

Vejamos primeiramente que tais sequências são limitadas. Suponha por

contradição que existe uma subsequência, que ainda será denotada por {tn}, tal
que

tn ! 1. (3.21)
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De c), existe C1 > 0 tal que para todo n com tn � C1 temos

sn+1  tn.

Do mesmo modo, existe C2 > 0, tal que s � C2 implica '1(s)  s. Assim, se

sn+1 � C2, teremos

tn+1 = '1(sn+1)  sn+1  tn. (3.22)

Por outro lado, de a), se sn+1  C2, teremos

tn+1 = '1(sn+1)  C3 := max
s2[0,C2]

'2(s). (3.23)

Considerando os casos (3.22) e (3.23), conclúımos que {tn} é limitada, o que

contradiz (3.21). Logo, {tn} é limitada, isto é, existe C4 > 0 tal que tn  C4,

para todo n 2 IN. Novamente, de a), obtemos

sn+1 = '2(tn)  C5 := max
t2[0,C4]

'2(t), 8 n 2 IN.

Mostrando que {tn} e {sn} são limitadas.

Assim, existem t± � 0 tais que tn ! t+ e sn ! t�, a menos de subsequência.

Note que, de (3.20) e a), temos que

t+ = '1(t�) e t� = '2(t+). (3.24)

De (3.14), b) e (3.24) temos que t± > 0.

Lema 3.2.5 O par (t+, t�), obtido no lema anterior, é o único ponto cŕıtico com

coordenadas positivas da aplicação hu.

Demonstração:

Seja w 2 M. Sendo assim,

rhw(1, 1) =

✓
@hw

@t
(1, 1),

@hw

@s
(1, 1)

◆

= (J 0
"(w

+ + w�)(w+), J 0
"(w

+ + w�)(w�))

= (0, 0).

Mostrando que (1, 1) é ponto cŕıtico de hw.
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Mostraremos que, quando w 2 M, o par (1, 1) é em verdade o único ponto

cŕıtico de hw com coordenadas positivas.

De fato, suponhamos que (t0, s0) é um ponto cŕıtico de hw tal que t0, s0 > 0.

Então

M(t20kw+k2 + s20kw�k2)t20kw+k2 =
Z

IR3
K(x)f(t0w

+)t0w
+ (3.25)

e

M(t20kw+k2 + s20kw�k2)s20kw�k2 =
Z

IR3
K(x)f(s0w

�)s0w�. (3.26)

Para provar este lema é suficiente mostramos que t0 = s0 = 1. Para isso,

provaremos que 0 < t0, s0  1 e depois mostraremos que nenhum dos casos t0 < 1

ou s0 < 1 ocorre.

Podemos supor sem perda de generalidade que 0 < t0  s0. Neste caso, segue

de (3.26) e de (M1) que

M(s20kwk2)s20kw�k2 �
Z

IR3
K(x)f(s0w

�)(s0w�).

Dáı,

M(s20kwk2)
s20kwk2

� 1

kw�k2kwk2
Z

supp(w�)

K(x)


f(s0w�)
(s0w�)3

�
(w�)4. (3.27)

Por outro lado, como w 2 M, obtemos

M(kwk2)
kwk2 =

1

kw�k2kwk2
Z

supp(w�)

K(x)


f(w�)
(w�)3

�
(w�)4. (3.28)

De (3.27) e (3.28), obtemos

M(s20kwk2)
s20kwk2

�M(kwk2)
kwk2 � 1

kw�k2kwk2
Z

supp(w�)

K(x)


f(s0w�)
(s0w�)3

� f(w�)
(w�)3

�
(w�)4.

(3.29)

De (3.29), (M 00
2 ) e (f 0

4) conclúımos que 0 < t0  s0  1.

Desde que estamos considerando 0 < t0  s0, para mostrar que não ocorre

nenhum dos casos t0 < 1 ou s0 < 1 é suficiente provarmos que o primeiro não

ocorre.

Para tanto, notemos que de (3.25), (M1) e de 0 < t0  s0

M(t20kwk2)
t20kwk2

 1

kw+k2kwk2
Z

supp(w+)

K(x)


f(t0w+)

(t0w+)3

�
(w+)4. (3.30)
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Por outro lado, de w 2 M, obtemos

M(kwk2)
kwk2 =

1

kw+k2kwk2
Z

supp(w+)

K(x)


f(w+)

(w+)3

�
(w+)4. (3.31)

Segue de (3.30) e de (3.31), que

M(kwk2)
kwk2 �M(t20kwk2)

t20kwk2
� 1

kw+k2kwk2
Z

supp(w+)

K(x)


f(w+)

(w+)3
� f(t0w+)

(t0w+)3

�
(w+)4.

De (M 00
2 ) e (f 0

4) conclúımos que t0 � 1, e consequentemente, t0 = s0 = 1.

Mostrando que (1, 1) é o único ponto cŕıtico de hw com coordenadas positivas.

Para finalizar a demonstração, sejam u 2 E± e (t1, s1) e (t2, s2) pontos cŕıticos

com coordenadas positivas para a aplicação hu. Do Lema 3.2.3, conclúımos que

w1 = t1u
+ + s1u

� 2 M e w2 = t2u
+ + s2u

� 2 M.

Sendo assim,

w2 =

✓
t2
t1

◆
t1u

+ +

✓
s2
s1

◆
s1u

� =

✓
t2
t1

◆
w+

1 +

✓
s2
s1

◆
w�

1 2 M.

Uma vez que por definição w1 2 E±, segue do Lema 3.2.3 que
⇣

t2
t1
, s2
s1

⌘
é ponto

cŕıtico de hw1 com coordenadas positivas. Desde que w1 2 M, resulta do que

provamos anteriormente que
t2
t1

=
s2
s1

= 1.

Mostrando que t1 = t2 e s1 = s2.

Lema 3.2.6 A aplicação hu admite um ponto de máximo global (a0, b0) 2
(0,1)⇥ (0,1).

Demonstração:

Observemos que por (M 00
2 ) (ver Lema 1.0.1(ii)) e (f 0

3) (ver Lema 1.0.6(iii)),

existem constantes positivas C1 e C2 com C2 tão grande quanto necessário, tal
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que

hu(t, s) 
C1

2
ktu+ + su�k2 + C1

4
ktu+ + su�k4 �

Z

A+

K(x)F (tu+)�
Z

A�
K(x)F (su�) 

C1

2
t2ku+k2 �

✓
C2

Z

A+

K(x)(u+)4 � C1

4
ku+k4

◆
t4 +

C1

2
s2ku�k2 �

✓
C2

Z

A�
K(x)|u�|4 � C1

4
ku�k4

◆
s4 +

C2|K|L1(IR3)(|A+|+ |A�|), (3.32)

onde A+ ⇢ supp(u+) e A� ⇢ supp(u�) têm medidas positivas e finitas. Logo,

lim
|(t,s)|!1

hu(t, s) = �1. (3.33)

Sendo hu cont́ınua, conclúımos de (3.33) que hu assume máximo global em algum

ponto (a0, b0) 2 IR+ ⇥ IR+, o qual é obviamente um ponto cŕıtico de hu.

Finalmente, de (M1) e do Lema 1.0.4(i), temos que

J(tu+) + J(su�)  J(tu+ + su�), 8 u 2 E± e t, s � 0,

ou seja

hu(t, 0) + hu(0, s)  hu(t, s), 8 u 2 E± e t, s � 0.

Isso nos permite concluir que

max
t�0

hu(t, 0) < max
t,s>0

hu(t, s) e max
s�0

hu(0, s) < max
t,s>0

hu(t, s). (3.34)

Mostrando que (a0, b0) 2 (0,1)⇥ (0,1).

Lema 3.2.7 As aplicações ↵+(r) =
@hu

@t
(r, t�)r e ↵�(r) =

@hu

@s
(t+, r)r são tais

que ↵±(r) > 0 se r 2 (0, t±) e ↵±(r) < 0 se r 2 (t±,1).

Demonstração:

Segue, de argumentos como na demonstração do Lema 3.2.1(A1), que existe

um único t > 0 tal que
@hu

@t
(t, t�) = 0, o qual satisfaz

@hu

@t
(r, t�) > 0, se r 2 (0, t),

e
@hu

@t
(r, t�) < 0, se r 2 (t,1). Do Lema 3.2.4 conclúımos que t = t+. Logo, ↵+

se comporta do mesmo modo. O mesmo vale para ↵�.
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Lema 3.2.8 Se {un} ⇢ M e un * u em E então u 2 E±.

Demonstração: Primeiramente, observemos que existe ⌧ > 0 tal que

⌧  kv±k, 8 v 2 M. (3.35)

De fato, se v 2 M então

M(kvk2)kv±k2 =
Z

IR3
K(x)f(v±)v±.

De (M 0
2) resulta que

m0kv±k2 
Z

IR3
K(x)f(v±)v±. (3.36)

Argumentando como em (3.4) e (3.7) e usando (3.36), conclúımos que (3.35)

ocorre.

Sendo assim, se {un} ⇢ M, temos que

m0⌧
2 

Z

IR3
K(x)f(u±

n )u
±
n , 8 n 2 IN. (3.37)

Supondo que un * u em E e passando ao limite de n ! 1 em (3.37), segue da

Proposição 3.2.2 que

m0⌧
2 

Z

IR3
K(x)f(u±)u±,

mostrando que u 2 E±.

No que segue, denotaremos por c1 o número

c1 = inf
u2M

J(u).

Lema 3.2.9 Vale a seguinte desigualdade

c1 � 2d1. (3.38)

Demonstração:

Observe que devido a inclusão M ⇢ N , temos que c1 � d1. Por outro

lado, seja v 2 M ⇢ E±. Do Lema 3.2.1(A1), existem t+ e t� positivos tais que

t±v± 2 N . Segue dos Lemas 3.2.4, 3.2.5, 3.2.6, de (M1) e do Lema 1.0.4(i) que

J(v) � J(t+v+ + t�v�) � J(t+v+) + J(t�v�) � 2d1, 8 v 2 M.
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Mostrando que

2d1  c1.

3.3 Existência e multiplicidade de soluções

Demonstração do resultado de existência do Teorema 3.1.1:

Dividiremos a demonstração em duas partes:

Parte 1: Existência de um ponto de mı́nimo em M.

Seja {un} ⇢ M tal que

J(un) ! c1 em IR . (3.39)

Mostraremos que {un} é limitada em E. Com efeito, suponha por contradição

que existe uma subsequência, ainda denotada por (un), tal que

kunk ! 1. (3.40)

Definamos vn := un/kunk para todo n 2 IN. Desde que {vn} é limitada no

espaço de Hilbert E, existe v 2 E tal que

vn * v em E. (3.41)

Da Proposição 3.2.1 conclúımos que, a menos de subsequência,

vn(x) ! v(x) q.t.p. em IR3. (3.42)

Segue dos Lemas 3.2.4, 3.2.5 e de {un} ⇢ M que t+(vn) = t�(vn) = kunk.
Assim, dos Lemas 3.2.4, 3.2.5 e 3.2.6

J(kunkvn) � J(tvn) =
1

2
cM(t2)�

Z

IR3
K(x)F (tvn), 8 t > 0 e n 2 IN. (3.43)

Ou seja,

J(un) � 1

2
cM(t2)�

Z

IR3
K(x)F (tvn), 8 t > 0 e n 2 IN. (3.44)
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Suponha que v = 0. Neste caso, segue de (3.41) e da Proposição 3.2.2 que
Z

IR3
K(x)F (tvn) ! 0, 8 t > 0. (3.45)

Passando ao limite de n ! 1 em (3.44) e usando (M 0
2), (3.39) e (3.45), obtemos

c1 � 1

2
cM(t2) � m0

2
t2, 8 t > 0,

o que é uma contradição. Logo, v 6= 0.

Por outro lado, da definição de J

1

kunk4J(un) =
1

2

cM(kunk2)
kunk4 �

Z

IR3
K(x)

F (kunkvn)
(kunkvn)4 (vn)

4, 8 n 2 IN. (3.46)

Segue-se de v 6= 0, (3.40), (3.42), (f 0
4) e do Lema de Fatou que

Z

IR3
K(x)

F (kunkvn)
(kunkvn)4 (vn)

4 ! +1. (3.47)

Assim, passando ao limite de n ! 1 em (3.46) e usando (3.39) (3.40), (M 00
2 ) e

(3.47), resulta que 0  �1, o que é uma contradição. Mostrando que {un} é

limitada em E.

Uma vez que {un} é limitada, existe u 2 E tal que, a menos de subsequência,

un * u em E. (3.48)

Do Lema 3.2.8, temos que u 2 E±. Dos Lemas 3.2.4, 3.2.5, existem únicos

t+, t� > 0 tais que

t+u
+ + t�u� 2 M. (3.49)

Mostraremos que

0 < t+, t�  1. (3.50)

Com efeito, de (3.48) e da Proposição 3.2.2, resulta que
Z

IR3
K(x)f((un)

±)(un)
± !

Z

IR3
K(x)f(u±)u± (3.51)

e Z

IR3
K(x)F ((un)

±) !
Z

IR3
K(x)F (u±)u±. (3.52)
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De {un} ⇢ M, (3.48), (M1), (3.51), da semi-continuidade inferior da norma

e do Lema de Fatou obtemos

J 0(u)u±  lim inf
n!1

J 0(un)u
±
n = 0. (3.53)

Podemos supor sem perda de generalidade que 0 < t+  t�. Assim, de (M1)

e (3.49), temos

M(t2�kuk2)
t2�kuk2

� 1

ku�k2kuk2
Z

supp(u�)


f(t�u�)
(t�u�)3

�
K(x)(u�)4. (3.54)

Por outro lado, de (3.53), obtemos

M(kuk2)
kuk2  1

ku�k2kuk2
Z

supp(u�)


f(u�)
(u�)3

�
K(x)(u�)4. (3.55)

De (3.54) e (3.55) , segue-se que

1

ku�k2kuk2
Z

supp(u�)


f(t�u�)
(t�u�)3

� f(u�)
(u�)3

�
K(x)(u�)4 

M(t2�kuk2)
t2�kuk2

� M(kuk2)
kuk2 . (3.56)

De (3.56), (M 00
2 ) e (f 0

3), conclúımos que 0 < t�  1 e (3.50) ocorre.

Para finalizar a demonstração da primeira parte do teorema é suficiente

provarmos que

J(t+u
+ + t�u�) = c1. (3.57)

Para isso, basta notar que da definição de c1 e de (3.49)

c1  J(t+u
+ + t�u�)

= J(t+u
+ + t�u�)� 1

4
J 0(t+u+ + t�u�)(t+u+ + t�u�)

=
1

2
cM(t2+ku+k2 + t2�ku�k2)� 1

4
M(t2+ku+k2 + t2�ku�k2)(t2+ku+k2 + t2�ku�k2)

+

Z

IR3
K(x)


1

4
f(t+u

+ + t�u�)(t+u+ + t�u�)� F (t+u
+ + t�u�)

�
(3.58)

De (3.50), (M 00
2 ) (ver Lema 1.0.3), (f 0

3) e (3.58), resulta que

c1  J(t+u
+ + t�u�)

 1

2
cM(kuk2)� 1

4
M(kuk2)kuk2 +

Z

IR3
K(x)


1

4
f(u)(u)� F (u)

�
(3.59)
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De (3.59), (3.48), (M 00
2 ), (3.51), (3.52) e do Lema de Fatou

c1  J(t+u
+ + t�u�)

 lim inf
n!1


1

2
cM(kunk2)� 1

4
M(kunk2)kunk2

�

+ lim
n!1

Z

IR3
K(x)


1

4
f(un)(un)� F (un)

�

= lim inf
n!1


J(un)� 1

4
J 0(un)un

�

= c1. (3.60)

a desigualdade em (3.60) prova (3.57).

Parte 2: O ponto de mı́nimo encontrado é ponto cŕıtico de J.

Suponhamos por contradição que J 0(t+u+ + t�u�) 6= 0. Por continuidade,

existem �, µ > 0 tais que

µ  kJ 0(v)k⇤, sempre que kv � (t+u
+ + t�u�)k  3�. (3.61)

Definamos D = [t+/2, 3t+/2] ⇥ [t�/2, 3t�/2] e g : D ! E± por g(t, s) =

tu+ + su�. Segue-se, dos Lemas 3.2.4, 3.2.5 e 3.2.6, que J(g(t, s)) = c1 se t = t+

e s = t�, e J(g(t, s)) < c1 nos demais pontos de D.

Assim, temos que

� := max
(t,s)2@D

J(g(t, s)) < c1. (3.62)

Segue de [[76], Lemma 2.3], com S = B�(t+u+ + t�u�) e c = c1, que

escolhendo " = min
�

c1��
4 , µ�8

 
, existe uma deformação ⌘ 2 C([0, 1] ⇥ E,E)

tal que

a) ⌘(t, v) = v se v 62 J�1([c1 � 2", c1 + 2"]),

b) J(⌘(1, v))  c1 � " para cada v 2 E com kv � (t+u+ + t�u�)k  � e

J(v)  c1 + ".

c) J(⌘(1, v))  J(v) para todo v 2 E.

De b) e c) conclúımos que

max
(t,s)2D

J(⌘(1, g(t, s))) < c1. (3.63)

106



Para concluir a demonstração do Teorema 3.1.1 é suficientemente provarmos

que

⌘(1, g(D)) \M 6= ;, (3.64)

pois, devido a definição de c1, (3.64) contradiz (3.63).

Para isso, definamos as aplicações h(t, s) = ⌘(1, g(t, s)),

 0(t, s) = (J 0(g(t, t�))tu+, J 0(g(t+, s))su�)

e

 1(t, s) =

✓
1

t
J 0(h(t, t�))h(t, t�)+,

1

s
J 0(h(t+, s))h(t+, s)�

◆
.

Do Lema 3.2.7, temos que

J 0(g(t, t�))tu+ e J 0(g(t+, s))su� > 0,

respectivamente, para t 2 (0, t+) e s 2 (0, t�), e

J 0(g(t, t�))tu+ e J 0(g(t+, s))su� < 0,

respectivamente, para t 2 (t+,1) e s 2 (t�,1).

Segue-se da fórmula do produto para o grau de Brouwer (ver Lema 3.0.1(viii))

que deg( 0, D, 0) = 1.

Por outro lado, de (3.62), temos que

J(g(t, s))  �

<
(� + c1)

2

= c1 � 2

✓
c1 � �

4

◆

 c1 � 2", 8 (t, s) 2 @D. (3.65)

Segue de (3.65) e de a) que g = h sobre @D. Sendo assim,  1 =  0 sobre @D

e, do Lema 3.0.1(x), temos

deg( 1, D, 0) = deg( 0, D, 0) = 1. (3.66)

Mostrando que  1(s, t) = 0 para algum (s, t) 2 D, isto é,

⌘(1, g(s, t)) = h(s, t) 2 M.
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Portanto u0 := t+u+ + t�u� é ponto cŕıtico de J .

Demonstração do resultado de multiplicidade do Teorema 3.1.1:

Segue-se de (3.13) e (3.38) que o funcional par  é limitado inferiormente

sobre S. Segue das Proposições 3.2.2 e 3.2.3 que  verifica a condição Palais-

Smale sobre S. Segue-se da Proposição 3.2.3 e de [66] que J admite infinitos

pontos cŕıticos.
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Apêndice A

Sobre as hipóteses

Neste apêndice faremos algumas considerações acerca das hipóteses impostas

sobre as funções M e f ao longo da tese. Nosso principal objetivo é esclarecer

ao leitor as consequências de tais hipóteses e dar exemplos de funções que as

satisfazem.

1.0.1 Consequências e comparações

Para maior comodidade do leitor, enunciaremos cada uma das hipóteses que

serão consideradas nos lemas seguintes (mesmo que algumas delas já tenham

sido enunciadas). Em tudo que segue, supomos M : IR+ ! IR+ e f : IR ! IR

funções cont́ınuas.

(M1) M é uma função não-decrescente.

(M2) Existe m0 > 0 tal que a aplicação

t 7! [M(t)�m0]

t

é não-crescente.

(M3) Existe m0 > 0 tal que

M(t1)

t1
� M(t2)

t2
 m0

✓
1

t1
� 1

t2

◆
,

para quaisquer t1 > t2 > 0.
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(M 0
2) Existe m0 > 0 tal que

M(t) � m0, 8t � 0.

(M 00
2 ) A aplicação

t 7! M(t)

t

é decrescente.

(f1)

lim
t!0+

f(t)

t3
= 0.

(f2) Existe q 2 (4, 6) tal que

lim
t!1

f(t)

tq�1
= 0.

(f3) Existe ✓ 2 (4, 6) tal que

0 < ✓F (t)  f(t)t, 8t > 0.

(f4) A aplicação

t 7! f(t)

t3

é não-decrescente em (0,1).

(f5) f é uma função localmente Lipschitz-cont́ınua em (0,+1).

(f 0
1)

lim
t!0

f(t)

t3
= 0, se ocorre (3.2) ou (3.3), para algum p 2 (2, 4],

e

lim
t!0

f(t)

|t|p�1
= 0, se (3.3) ocorre para algum p 2 (4, 6).

(f 0
2)

lim
|t|!1

f(t)

t5
= 0.

(f 0
3)

lim
|t|!1

F (t)

t4
= +1.
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(f 0
4) A aplicação

t 7! f(t)

|t|3
é não-decrescente em IR\{0}.

Lema 1.0.1 (i) A hipótese (M2) é equivalente a hipótese (M3).

(ii) Se (M2) ocorre, então vale (M 00
2 ). Além disso, se vale (M 00

2 ) então existem

constantes positivas C1 e C2 tais que

M(t)  C1t+ C2, 8 t � 0.

Demonstração: (i) Note que (M2) ocorre se, e somente, se

M(t1)�m0

t1
 M(t2)�m0

t2
,

sempre que t1 � t2. Mas isso é equivalente a,

M(t1)

t1
� M(t2)

t2
 m0

✓
1

t1
� 1

t2

◆
,

sempre que t1 � t2.

(ii) É uma consequência imediata de (i) que a aplicação t 7! M(t)/t é

decrescente. Sendo assim,

M(t)  M(1)t, 8 t � 1.

Por outro lado, sendo M cont́ınua, existe t0 2 [0, 1] tal que

M(t0) = max
t2[0,1]

M(t).

Escolhendo C1 = M(1) e C2 = M(t0), obtemos

M(t)  C1t+ C2, 8 t � 0.

Lema 1.0.2 (i) Se (M1) ocorre, então

cM(t)  M(t)t, 8 t � 0.
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(ii) Se (M2) ocorre, então

1

2

⇥
M(t) +m0

⇤
t  cM(t), 8 t � 0.

(iii) Se (M2) ocorre, então

1

4
m0t  1

2
cM(t)� 1

4
M(t)t, 8 t � 0.

Demonstração: (i) Segue de (M1) que

cM(t) =

Z t

0

M(s)ds  M(t)

Z t

0

ds = M(t)t, 8 t � 0.

(ii) Por outro lado, de (M2) e do Lema 1.0.1(i), temos

cM(t) =

Z t

0

M(s)

s
sds

�
Z t

0


M(t)

t
+m0

✓
1

s
� 1

t

◆�
sds

=
1

2
[M(t) +m0]t, 8 t > 0.

Mostrando que
1

2

⇥
M(t) +m0

⇤
t  cM(t), 8 t > 0.

Uma vez que ocorre a igualdade quando t = 0, a prova está completa.

(iii) Este ı́tem é uma consequência direta do ı́tem anterior.

Observação 1.0.1 Uma consequência direta dos ı́tens (i) e (ii) do lema anterior

é que as hipóteses (M1) e (M2) combinadas implicam na hipótese (M 0
2).

Observação 1.0.2 Argumentando exatamente como na demonstração do ı́tem

(ii) do lema anterior, podemos provar que (M 00
2 ) implica em

1

2
M(t)t  cM(t), 8 t � 0.

Lema 1.0.3 Se vale a hipótese (M 00
2 ) então a aplicação

t 7! 1

2
cM(t)� 1

4
M(t)t

é crescente.
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Demonstração: Basta notar que

1

2
cM(t1)� 1

4
M(t1)t1 =

1

2
cM(t2) +

1

2

Z t1

t2

M(s)

s
sds� 1

4
M(t1)t1

� 1

2
cM(t2) +

1

2

M(t1)

t1

Z t1

t2

sds� 1

4
M(t1)t1

=
1

2
cM(t2) +

M(t1)

t1

(t21 � t22)

4
� 1

4
M(t1)t1

=
1

2
cM(t2)� 1

4

M(t1)

t1
t22

>
1

2
cM(t2)� 1

4
M(t2)t2,

sempre que t1 > t2, onde nas duas desigualdades usamos (M 00
2 ).

Lema 1.0.4 (i) Se vale a hipótese (M1) então

cM(t+ s) � cM(t) + cM(s), 8 t, s � 0.

(ii) Se vale (M 00
2 ), então para cada a � 0 fixado, a aplicação

t 7! M(t+ a)

t

é decrescente.

Demonstração: (i) Note que

cM(t+ s) =

Z t+s

0

M(r)dr = cM(t) +

Z t+s

t

M(r)dr.

Considerando a mudança de variável r = u+ t, obtemos

cM(t+ s) = cM(t) +

Z s

0

M(u+ t)du.

De (M1), segue que o resultado.

(ii) Sejam t1 > t2 > 0. Temos que

M(t1 + a)

t1
=

M(t1 + a)

(t1 + a)

(t1 + a)

t1
.
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De (M 00
2 ), segue-se que

M(t1 + a)

t1
<

M(t2 + a)

(t2 + a)

(t1 + a)

t1
= M(t2 + a)

(t1 + a)

t1(t2 + a)
.

Desde que t1 > t2, temos
(t1 + a)

t1(t2 + a)
<

1

t2
.

A prova está completa.

Lema 1.0.5 Seja f : IR! IR com f = 0 em (�1, 0].

(i) Se valem as hipóteses (f1) e (f2) então, para cada ⇠ > 0 dado, existe C⇠ > 0

tal que

f(t)  ⇠t3 + C⇠t
q�1, 8 t � 0.

(ii) Se (f3) ocorre, então existem constantes positivas C3 e C4, tais que

F (t) � C3t
✓ � C4, 8 t � 0.

(iii) Se (f4) ocorre, então a aplicação

t 7! 1

4
f(t)t� F (t)

é não-decrescente.

Demonstração:

(i) De (f1), para cada ⇠ > 0 dado, existe � > 0 tal que

f(t)  ⇠t3, 8 t 2 (0, �). (A.1)

Por outro lado, de (f2), existe R > 0 tal que

f(t)  ⇠tq�1, 8 t � R. (A.2)

Sem perda de generalidade podemos considerar �  R. Sendo f cont́ınua, existe

↵ := max
t2[�,R]

f(t). (A.3)
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Tomemos C > 1 de modo que

↵  ⇠C�q�1 (A.4)

e definamos C⇠ := ⇠C.

O resultado segue de (A.1), (A.2), (A.3) e (A.4).

(ii) De (f3), obtemos

0  d

dt
(ln t✓)  d

dt
(lnF (t)), 8 t > 0.

Integrando a partir de ⇠ > 0, usando o Teorema fundamental do cálculo e

propriedades de logaŕıtmo, obtemos

ln

✓
t✓

⇠✓

◆
 ln

✓
F (t)

F (⇠)

◆
, 8 t > 0.

Desde que a função logaŕıtmo é crescente, segue que

F (t) �
✓
F (⇠)

⇠✓

◆
t✓, 8 t � ⇠. (A.5)

Definindo C3 := F (⇠)/⇠✓ e C4 := F (⇠), o resultado segue de (A.5).

(iii) Note que

1

4
f(t1)t1 � F (t1) =

1

4
f(t1)t1 � F (t2)�

Z t1

t2


f(s)

s3

�
s3ds

� 1

4
f(t1)t1 � F (t2)� f(t1)

t31

Z t1

t2

s3ds

=
1

4
f(t1)t1 � F (t2)� f(t1)

t31

(t41 � t42)

4

=
f(t1)

t31

t42
4
� F (t2)

� 1

4
f(t2)t2 � F (t2),

sempre que t1 � t2, onde usamos (f4) nas duas desigualdades.

Lema 1.0.6 (i) Se vale a hipótese (f 0
1), então f(0) = 0. Em adição, se

vale (f 0
4) então f < 0 em (�1, 0) e f > 0 em (0,1). Além disso,

F (t) =
R t

0 f(s)ds  (1/4)f(t)t, para todo t 2 (0,1) e F (t) � (1/4)f(t)t,

para todo t 2 (�1, 0).
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(ii) Se valem as hipóteses (f 0
1) e (f 0

2) então, para cada ⇠ > 0 dado, existe C⇠ > 0

tal que

|f(t)|  ⇠|t|+ C⇠|t|5, 8 t 2 IR , se (3.2) ocorre,

e

|f(t)|  ⇠|t|p�1 + C⇠|t|5, 8 t 2 IR , se (3.3) ocorre.

(iii) Se (f 0
3) ocorre, então existem constantes positivas C3 e C4, tais que

F (t) � C3t
4 � C4, 8 t 2 IR.

(iv) Se (f 0
4) ocorre, então a aplicação

t 7! 1

4
f(t)t� F (t)

é não-decrescente, se t � 0, e não-crescente, se t < 0.

Demonstração:

(i) Para mostrar que f(0) = 0, basta usar a continuidade de f e a identidade

f(t) = (f(t)/t↵)t↵, onde ↵ = 3 ou ↵ = p � 1. Por outro lado, por (f 0
4) temos

que f(t)/t3 é não-decrescente em (0,1) e não-crescente em (�1, 0). Tal fato,

juntamente com (f 0
1) nos permite concluir que f > 0 em (0,1) e f < 0 em

(�1, 0). Finalmente, para cada t > 0, segue de (f 0
4) que

F (t) =

Z t

0

(f(s)/s3)s3ds  (f(t)/t3)

Z t

0

s3ds = (f(t)/t3)t4/4 = (1/4)f(t)t.

De modo análogo, vemos que (1/4)f(t)t  F (t) quando t < 0.

(ii) e (iv) Basta argumentar de modo análogo ao lema anterior.

(iii) De (f 0
3), segue que para cada R1 > 0 dado, existe R2 > 0 tal que

F (t) � R1t
4, se |t| � R2. (A.6)

Definindo C3 := R1, C4 := R1R4
2 e usando (A.6), segue o resultado.

Observação 1.0.3 Uma consequência direta do ı́tem (i) do lema anterior é que

F (t) � 0 para todo t 2 IR . Além disso, de (A.5), vemos que (f4) implica em (f 0
4).
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1.0.2 Exemplos

Um t́ıpico exemplo de função satisfazendo as hipóteses (M1) e (M2) é dado por

M(t) = m0 + bt,

com m0 > 0 e b � 0.

Mais geralmente, qualquer função da forma

M(t) = m0 + bt+
mX

i=1

bit
�i ,

com bi � 0 e �i 2 (0, 1) para todo i 2 {1, 2, . . . ,m}, satisfaz as hipóteses

(M1)� (M2).

Outro exemplo de função satisfazendo as hipóteses mencionadas é

M(t) = m0 + ln(1 + t).

Agora, apresentaremos um exemplo de função cont́ınua não-diferenciável

satisfazendo as hipóteses (M1) e (M2). Sejam m0, b0, b1 e t0 constantes positivas

tais que b0 6= b1 e t0 < m0/(b1 � b0), se b0 < b1. Definimos a função cont́ınua

M(t) =

⇢
2m0 + b0t, se 0  t  t0

2m0 + (b0 � b1)t0 + b1t, se t0  t

Sendo b0 6= b1, temos que M é não-diferenciável em t0 e satisfaz as hipóteses

mencionadas.

O próximo exemplo confirma o fato de que na presença de (M1), a hipótese

(M2) é mais forte que as hipóteses (M 0
2) e (M 00

2 ). Sejam m0, b0, b1 e t0 como no

exemplo anterior, definindo

M(t) =

⇢
m0 + b0t, se 0  t  t0

m0 + (b0 � b1)t0 + b1t, se t0  t,

temos que M é cont́ınua e satisfaz (M1), (M 0
2) e (M 00

2 ), porém não satizfaz (M2).

No mesmo esṕırito dos dois últimos exemplos, não é dif́ıcil ver que podemos

construir funções não-diferenciáveis em uma quantidade finita qualquer de pontos,

satisfazendo as hipóteses (M1) e (M2).
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Um t́ıpico exemplo de função satisfazendo as hipóteses (f1)� (f5) é dado por

f(t) =
mX

i=1

ci(t
+)qi�1

com ci � 0 não todos nulos e qi 2 [✓, 6) para todo i 2 {1, 2, . . . ,m}.
Por outro lado, um exemplo simples de função cont́ınua não-diferenciável

satisfazendo (f1)� (f5) é

f(t) =

⇢
c(t+)q2�1, se |t|  1
c(t+)q1�1, se |t| � 1,

onde c > 0, q1, q2 2 [✓, 6) e q1 < q2.

Um exemplo de função satisfazendo, (f 0
1), (f

0
2), (f

0
3) e (f 0

4) é dado por

f(t) = t3g(|t|),

onde g é cont́ınua, g(0) = 0, g é crescente, limt!1 g(t)/ta = 1, para algum

a 2 (0, 1), e limt!1 g(t)/t2 = 0.
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Apêndice B

Categoria relativa

Neste apêndice definimos brevemente a noção de categoria e enunciamos algumas

de suas propriedades, de acordo com [76]. Veja também a obra original em [58].

2.0.3 Definições

Definição 2.0.1 Dizemos que um subconjunto fechado A de um espaço topológico

X é contrátil em X, se existem w 2 X e uma aplicação cont́ınua h : [0, 1]⇥A !
X, tais que

h(0, u) = u e h(1, u) = w, 8 u 2 A.

Definição 2.0.2 Sejam A,B e Y subconjuntos fechados de um espaço topológico

X. Dizemos que A é deformado em B preservando Y , e denotamos A �Y B em

X, se Y ⇢ A \ B e existe h : [0, 1]⇥ A ! X cont́ınua tal que

a) h(0, u) = u, h(1, u) 2 B, 8 u 2 A;

b) h(t, Y ) ⇢ Y, 8 t 2 [0, 1].

Definição 2.0.3 Sejam Y ⇢ A subconjuntos fechados de um espaço topológico

X. A categoria de A em X relativa a Y é o menor inteiro positivo n tal que

existem n+ 1 subconjuntos fechados A0, A1, . . . , An em X satisfazendo:

a) A =
n[

j=0

Aj;

b) A1, . . . , An são contráteis em X;
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c) A0 �Y Y em X.

A categoria de A em X relativa a Y é denotada por catX,Y (A).

Definição 2.0.4 Seja A um subconjunto fechado de um espaço topológico X. A

categoria de A em X é o menor inteiro positivo n para o qual existem subconjuntos

A1, . . . , An fechados e contráteis em X tais que A =
n[

j=0

Aj. Denotamos catX(A).

Observação 2.0.4 De acordo com a definição anterior, temos que

catX(A) = catX,;(A).

2.0.4 Propriedades da categoria

Lema 2.0.7 Sejam A,B,C e Y subconjuntos fechados de X tais que Y ⇢
A \ B \ C. Se A �Y B e B �Y C em X, então A �Y C em X.

Demonstração: Pode ser encontrada em [76].

Proposição 2.0.1 Sejam A,B e Y subconjuntos fechados de X tais que Y ⇢ A.

A categoria relativa satisfaz as seguintes propriedades:

a) Normalização: catX,Y (Y ) = 0;

b) Subaditividade: catX,Y (A [B)  catX,Y (A) + catX(B);

c) Monotonicidade: Se A �Y B, então catX,Y (A)  catX,Y (B).

Demonstração: Pode ser encontrada em [76].

Definição 2.0.5 Um espaço métrico X é um extensor absoluto de vizinhança,

abreviadamente, um EAV, se para todo espaço métrico E, todo subconjunto

fechado F de E e toda aplicação cont́ınua f : F ! X, existe uma extensão

cont́ınua de f definida em uma vizinhança de F em E.

Proposição 2.0.2 Seja A um subconjunto fechado de um EAV X. Então, existe

uma vizinhança fechada B de A em X tal que catX(B) = catX(A).
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Demonstração: Pode ser encontrada em [76].

Proposição 2.0.3 Sejam H, ⌦+ e ⌦� subconjuntos fechados de um espaço

topológico X, com ⌦� ⇢ ⌦+. Sejam ainda

� : H ! ⌦+ e  : ⌦� ! H,

aplicações cont́ınuas, tais que � � é homotópica a imersão

i : ⌦� ! ⌦+.

Então,

catH(H) � cat⌦+(⌦�).

Demonstração: Pode ser encontrada em [27] e [28].
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Apêndice C

Grau topológico de Brouwer

Nosso objetivo neste apêndice é definir de maneira sucinta o grau topológico de

Brouwer e enunciar as propriedades utilizadas em nosso trabalho, faremos isso

seguindo [29].

3.0.5 Caso regular

Sejam ' 2 C2(⌦, IRN), onde ⌦ ⇢ IRN é aberto e limitado e N � 1, e

b 62 '(@⌦) [ '(S'). Definimos o grau de Brower de ' relativamente a ⌦ no

ponto b, como sendo o número inteiro

deg(',⌦, b) =

8
<

:

X

x2'�1(b)

sgnJac'(x) se b 2 '(⌦)

0 se b 62 '(⌦),

onde sgn : IR\{0} ! {�1, 1} é a aplicação sinal, definida por

sgnt =

⇢
1 se t > 0

�1 se t < 0,

e Jac' é o determinante jacobiano de '.

Observação 3.0.5 Usando o Teorema da função inversa vemos que a soma

anterior é finita e portanto o grau está bem definido.

Agora, caminharemos no sentido de dar uma definição de grau para funções

menos regulares. Para esse propósito os próximos resultados são fundamentais.
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Proposição 3.0.4 Sejam ' 2 C2(⌦, IRN) e b 62 '(@⌦) [ '(S'). Então existe

uma vizinhança U de ' em C1(⌦, IRN) tal que se  2 U \ C2(⌦, IRN), temos que

(i) b 62  (@⌦) [  (S )
(ii) deg(',⌦, b) = deg( ,⌦, b).

Demonstração: Pode ser encontrada em [29].

Proposição 3.0.5 Sejam ' 2 C2(⌦, IRN) e b1, b2 62 '(@⌦) [ '(S'). Se b1 e b2

estão na mesma componente conexa de IRN\'(@⌦), então
deg(',⌦, b1) = deg(',⌦, b2).

Demonstração: Pode ser encontrada em [29].

3.0.6 Caso singular

Sejam ' 2 C2(⌦, IRN) e b 62 '(@⌦). Neste caso, temos

⇢ := dist(b,'(@⌦)) > 0.

Escolhendo 0 < � < ⇢, segue do Teorema de Sard que existe b1 2 B�(b) tal

que

b1 62 '(S').

Logo,

b1 62 '(@⌦) \ '(S').
Definimos então

deg(',⌦, b) := deg(',⌦, b1). (C.1)

Observação 3.0.6 É uma consequência da Proposição 3.0.5 que o grau em (C.1)

está bem definido.

Lema 3.0.8 Sejam ' 2 C2(⌦, IRN) e b 62 '(@⌦). Então existe uma vizinhança

U de ' em C1(⌦, IRN) tal que se  2 U \ C2(⌦, IRN), temos que

(i) b 62  (@⌦) [  (S )
(ii) deg(',⌦, b) = deg( ,⌦, b).
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Demonstração: Pode ser encontrada em [29].

Lema 3.0.9 Sejam ' 2 C2(⌦, IRN) e b1, b2 62 '(@⌦). Se b1 e b2 estão na mesma

componente conexa de IRN\'(@⌦), então
deg(',⌦, b1) = deg(',⌦, b2).

Demonstração: Pode ser encontrada em [29].

Lema 3.0.10 Dados ' 2 C(⌦, IRN) e " > 0, existe  2 C1(⌦, IRN) tal que

k'�  kC(⌦,IRN ) < ".

Demonstração: Da compacidade de ⌦, dado " > 0 existe � > 0 tal que

|'(x)� '(y)| < ", (C.2)

sempre que

|x� y| < �; x, y 2 ⌦.

Novamente, por compacidade, obtemos x1, . . . , xk 2 ⌦ tais que

⌦ ⇢
k[

n=1

B�(xn).

Para cada n 2 {1, . . . , k}, definimos ⌘n 2 C1
0 (IRN , IR) tal que supp⌘n = B�(xn)

e ⌘n(x) > 0 para todo x 2 B�(xn). Definimos ainda

b⌘ =
kX

n=1

⌘n.

Assim, b⌘ 2 C1(U, IR) com U =
k[

n=1

B�(xn) e

b⌘(x) > 0, 8 x 2 U.

Finalmente, definimos  : U ! IRN ,  2 C1(U, IRN), por

 (x) =
1

b⌘(x)

kX

n=1

⌘n(x)'(xn), 8 x 2 U.

Segue de (C.2) que

k |⌦ � 'kC(⌦,IRN ) < ".
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3.0.7 Caso geral

Sejam ' 2 C(⌦, IRN) e b 62 '(@⌦). Assim,

⇢ := dist(b,'(@⌦)) > 0.

Do Lema 3.0.10, existe  2 C2(⌦, IRN) tal que

k'�  kC(⌦,IRN ) < ⇢/2. (C.3)

De (C.3), segue que

B⇢/2(b) ⇢ IRN\ (@⌦).
Logo, faz sentido falar em deg( ,⌦, b). Definimos

deg(',⌦, b) := deg( ,⌦, b). (C.4)

Observação 3.0.7 Segue de [29] que o grau em (C.4) está bem definido.

3.0.8 Propriedades do grau de Brouwer

Teorema 3.0.1 Sejam ' 2 C(⌦, IRN) e b 62 '(@⌦).

(i) (Normalização)

deg(Id,⌦, b) =

⇢
1 se b 2 ⌦
0 se b 62 ⌦,

(ii) (Continuidade em relação a ')

Existe uma vizinhança U de ' em C(⌦, IRN) tal que se f 2 U então

(a) b 62 f(@⌦)

(b) deg(f,⌦, b) = deg(',⌦, b).

(iii) (Invariância por homotopia)

Se H 2 C(⌦⇥ [0, 1], IRN) e b 62 H(@⌦⇥ [0, 1]), então

deg(H(., t),⌦, b) = cte, 8 t 2 [0, 1].
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(iv) (Continuidade em relação ao ponto b)

Se b1 e b estão na mesma componente conexa de IRN\'(@⌦), então

deg(',⌦, b1) = deg(',⌦, b).

(v)

deg(',⌦, b) = deg('� b,⌦, 0).

(vi) (Aditividade)

Se ⌦ = ⌦1 [ ⌦2 com ⌦1 e ⌦2 abertos e disjuntos e b 62 '(@⌦1) [ '(@⌦2),

então b 62 '(@⌦) e

deg(',⌦, b) = deg(',⌦1, b) + deg(',⌦2, b).

(vii) (Excisão)

Se K ⇢ ⌦ é fechado e b 62 '(K) [ '(@⌦), então

deg(',⌦, b) = deg(',⌦\K, b).

(viii) (Produto cartesiano de funções)

Sejam ⌦1 ⇢ IRN1 e ⌦2 ⇢ IRN2 abertos limitados, b1 62 '1(@⌦1) e b2 62
'2(@⌦2). Então,

deg(('1,'2),⌦1 ⇥ ⌦2, (b1, b2)) = deg('1,⌦1, b1)deg('2,⌦2, b2).

(ix) (Existência)

Se deg(',⌦, b) 6= 0 então b 2 '(⌦).

(x) (Dependência da fronteira)

Se  2 C(⌦, IRN) com

 (x) = '(x), 8 x 2 @⌦,

então

deg(',⌦, b) = deg( ,⌦, b).

Demonstração: Pode ser encontrada em [29].

126



Bibliografia

[1] Aires, J.E.F. Existência, regularidade e decaimento exponencial de solução
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