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Leno, Walmir, Dercinho, J. Paulo, Jean, João Carlos, J. Rubens,..., etc, etc.

• A UFPA pela liberação, o CNPQ pelo apoio financeiro.

v



UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARÁ

Resumo

Instituto de Ciências Exatas e Naturais

Programa de Doutorado em Matemática

Estabilidade Geral para o Modelo de Bresse e Taxa Ótima Polinomial para Sistemas de

Equações de Ondas

por Sebastião Martins Siqueira Cordeiro

Neste Trabalho, estudamos dois modelos hiperbólicos.

Um sistema acoplado de Equações de Onda fracamente dissipativo, sendo a dissipação dada

pelo efeito memória, onde mostramos que este sistema perde estabilidade exponencial, tendo

desse modo estabilidade polinomial com taxa ótima.

O outro modelo é o sistema de vigas curvas governadas pelas hipóteses de Bresse, com

damping não linear agindo sobre o ângulo de rotação e o deslocamento tangencial. Provamos

taxa de decaimento Geral para este sistema.

Palavras-chave: Equações Diferenciais Parciais Hiperbólicas; Sistema de equações de on-

das; Modelo de Bresse; Semigrupos de Operadores; Comportamento Assintótico; Taxa Ótima

e Observabilidade.
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Abstract

Instituto de Ciências Exatas e Naturais

Programa de Doutorado em Matemática

General Stability for the model Bresse and Optimal Polynomial Rate for Wave Systems

Equations.

by Sebastião Martins Siqueira Cordeiro

In this work, we study two hyperbolic models.

First, we study a coupled system of weakly dissipative wave equations, with dissipation given

by memory effect, where we showed that the system loses exponential stability. This way, the

system decays polynomially with optimal rate.

The other model is the curved beam system governed by Bresse hypothesis, with non-linear

damping acting on the rotation angle and the tagencial displacement. We prove general decay

rate for this system.

Keywords: Hyperbolic Partial differential equations; Systems of wave equations; Model

Bresse; Semigroups of Operators; Asymptotic Behavior; Optimal Rate and Observability.
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CAPÍTULO 1

Introdução

Neste trabalho estudamos o comportamento assintótico para modelos matemáticos hiperbólicos

dissipativos do tipo equações de onda com memória, vigas curvas governadas pelas hipóteses

de Bresse, como também a observabilidade interna e indireta para este último modelo.

Na literatura, há muitos resultados associados à sistemas de equações de onda acoplado com

amortecimento fraco agindo em apenas uma das equações. Podemos citar por exemplo o Traba-

lho de Fatiha Alabau-Boussoira do ano de 1999, sob tı́tulo “Stabilisation frontière indirecte de

systèmes faiblement couplés”[1], no qual a autora mostrou que a energia associada aos sistemas

de equações de ondas acoplados a baixo, decaem fracamente de forma polinomial com taxa

explicita. Os modelos estudados foram:

Estabilização na Fronteira de duas Eq. ondas acopladas com mesmas velocidades.

utt −∆u+ αv = 0 em Ω×]0,∞[,

vtt −∆v + αu = 0 em Ω×]0,∞[,

u = v = 0 sobre Σ0 = Γ0×]0,∞[,

∂u

∂ν
+ αu+ lut = 0; v = 0, sobre Σ1 = Γ1×]0,∞[,

1
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Estabilização na Fronteira de duas Placas de Kirchhoff.

utt +∆2u+ αv = 0 em Ω×]0,∞[,

vtt +∆2v + αu = 0 em Ω×]0,∞[,

u = v = 0 =
∂u

∂ν
=
∂v

∂ν
sobre Σ = Γ×]0,∞[

e

Estabilização na Fronteira de duas Eq. ondas acopladas com velocidades de propagações

diferentes.

utt − c1∆u+ αBv = 0 em Ω×]0,∞[,

vtt − c2∆v + αB∗u = 0 em Ω×]0,∞[,

u = v = 0 sobre Σ0 = Γ0×]0,∞[,

∂u

∂ν
+ αu+ lut = 0; v = 0, sobre Σ1 = Γ1×]0,∞[,

Em 2004 no artigo “Indirect internal estabilization of wearkly coupled evolution equations”

de Fatiha Alabau-Boussoira, P.Cannarsa e V. Komornik [2] os autores, mostraram uma taxa de

decaimento para o seguinte sistema dissipativo abstrato acoplado utilizando as mesmas técnicas

introduzidas em [1].

utt + A1u+ ut + αv = 0 em Ω×]0,∞[,

vtt + A2v + αu = 0 em Ω×]0,∞[,

u = v = 0 sobre Σ = Γ×]0,∞[.

Em 2007, M. L. Santos, Rocha, M. P. C., Gomes, S. C, no artigo “Polynomial Stability of

a coupled system of waves equations weakly dissipative”[3], utilizando técnicas de semigrupo

mostram existência unicidade e estabilidade polinomial para o seguinte sistema de equações de

ondas acoplado com uma dissipação na primeira equação.

utt −∆u+ ut + αv = 0 em Ω×]0,∞[,

vtt −∆v + αu = 0 em Ω×]0,∞[,

u = v = 0 sobre Γ×]0,∞[.

CORDEIRO, S. M. S. PDM - UFPA



Capı́tulo 1. Introdução 3

Também em 2007 os autores R. G. C. Almeida e M. L. Santos, no artigo “ Lack of expo-

nential decay of a coupled system of wave equations with memory”[4], estudaram o o seguinte

sistema de equações de ondas com termo de mrmória:

utt −∆u+

∞∫

0

g(s)∆u(t− s) ds+ αv = 0 em Ω×]0,∞[, (1.0.1)

vtt −∆v + αu = 0 em Ω×]0,∞[, (1.0.2)

u = v = 0 sobre Γ×]0,∞[, (1.0.3)

(u(x, 0), v(x, 0)) = (u0(x), v0(x)), em Ω (1.0.4)

(ut(x, 0), vt(x, 0)) = (u1(x), v1(x)) em Ω, (1.0.5)

onde Ω é um subconjunto aberto e limitado de R
n com fronteira Γ bem regular. Os autores

provaram que a energia associada ao sistema decai polinomialmente e que esta taxa pode ser

melhorada desde que os dados iniciais sejam bem regulares.

O modelo (1.0.1)−(1.0.5) é usado para descrever a evolução de um sistema que é constituı́do

por duas membranas elásticas, sujeitas a uma força elástica que atrai uma membrana para a outra

com coeficiente α > 0. O sistema, pode modelar os seguintes fenômenos fı́sicos: a polarização

hereditária em dielétricos, dinâmica populacional ou fluxo em condutores reais. Tais modelos

de equações diferenciais são influenciados pelos valores passados de uma ou mais variáveis em

análise, daı́ o nome de sistemas de equações com memória. O principal problema neste tipo

de equação está no seu caráter não-local, devido à presença do termo de memória (em geral o

tempo da função de convolução desconhecida contra um adequado núcleo de memória).

Tendo em vista, que existem poucos resultados na literatura sobre o comportamento as-

sintótico para o sistema de Bresse, o primeiro foi artigo de Liu e Rao de 2008 [5], “ Energy

decay rate of the termoelastic Bresse system,”dado por

ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ + lω)x − κ0l(ωx − lϕ)− lαθ1 = 0, em (0, L)× (0, T ), (1.0.6)

ρ2ψtt − bψxx + κ(ϕx + ψ + lω)− αθ2x = 0, em (0, L)× (0, T ), (1.0.7)

ρ1ωtt − κ0(ωx − lϕ)x + κl(ϕx + ψ + lω)− αθ1x = 0, em (0, L)× (0, T ), (1.0.8)

ρcθ1t − θ1xx + αT0(ωx − lϕ)t = 0 ∀t ≥ 0, (1.0.9)

ρcθ2t − θ2xx + αT0ψx = 0 ∀t ≥ 0. (1.0.10)

CORDEIRO, S. M. S. PDM - UFPA
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Neste artigo, os autores usaram dois mecanismos dissipativos, dados por duas temperaturas

acopladas no ângulo de rotação e no deslocamento tangencial, usando técnicas de semigrupo,

mostraram a estabilidade exponencial e polinomial em que a taxa de decaimento depende da

condição de contorno Neumann-Neumann-Dirichelet e mostram que o sistema decai com uma

taxa t−4 e para a condições de contorno Dirichelet a taxa é de t−8. Estes resultados estão asso-

ciado a propriedade de decaimento exponencial condicionado à igualdade entre as velocidades

de propagações de ondas, isto é:

κ

ρ1
=

b

ρ2
e κ = κ0 (1.0.11)

Um problema importante no sistema de Bresse, é encontrar uma dissipação mı́nima pela

qual as soluções decai uniformemente para zero quando o tempo vai para o infinito. Neste

sentido em 2010, Fatori e Rivera [6], com o artigo “Rates of decay to thermoelastic Bresse

system,”melhoraram o resultado do artigo de Liu e Rao [5], mostrando que em geral o modelo

a baixo não é exponencialmente estável, e que não existe estabilidade polinomial com taxa que

dependam das velocidades de propagação de ondas e dos dados iniciais. Além disso, introduzem

uma condição necessária e suficiente para o decaimento polinomial,

ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ + lω)x − κ0l(ωx − lϕ) = 0, em (0, L)× (0, T ), (1.0.12)

ρ2ψtt − bψxx + κ(ϕx + ψ + lω)− γθx = 0, em (0, L)× (0, T ), (1.0.13)

ρ1ωtt − κ0(ωx − lϕ)x + κl(ϕx + ψ + lω) = 0, em (0, L)× (0, T ), (1.0.14)

θ2t − k1θ
2
xx +mψxt = 0 ∀t ≥ 0. (1.0.15)

No artigo “Stability to weak dissipative Bresse system”em 2011, os autores Fatiha Alabau-

Boussoira , Jaime Rivera e Dilberto da Silva Almeida Júnior [7], estudaram o seguinte problema

com dissipação friccional:

ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ + lω)x − κ0l(ωx − lϕ) = 0, em (0, L)× (0, T ), (1.0.16)

ρ2ψtt − bψxx + κ(ϕx + ψ + lω) + γψt = 0, em (0, L)× (0, T ), (1.0.17)

ρ1ωtt − κ0(ωx − lϕ)x + κl(ϕx + ψ + lω) = 0, em (0, L)× (0, T ). (1.0.18)

Também 2011, no artigo ”Bresse system with indefinite damping,”os autores Juan A. Polo-

nimo, Rivera e Luci Fatori [8], chegaram a um excelente resultado, usando um amortecimento

CORDEIRO, S. M. S. PDM - UFPA



Capı́tulo 1. Introdução 5

indefinido atuando somente sobre o deslocamento. No artigo ”Stabilisation faible interne locale

de système élastique de Bresse”os autores Nahla Noun e Ali Wehbe, estenderam os resultados

de [7], considerando o importante caso em que a lei de dissipação é distribuı́da apenas no des-

locamento angular. Eles mostraram que o sistema é exponencialmente estável se as igualdades

(1.0.11) for válidas. Veja em [9],

Com condições de fronteira do tipo Dirichelet, os autores mostraram que o sistema é expo-

nencialmente estável, se as velocidades de propagação de ondas são iguais. Além disso eles

mostraram que quando as velocidades de propagação são diferentes, o sistema não é exponen-

cialmente estável, e neste caso provaram que a solução decai polinomialmente para zero, com

taxas que podiam ser melhoradas, desde que os dados iniciais fossem mais regulares. Em 2012

no artigo ”The optimal decay rate for a weak dissipative Bresse system”, os autores Luci Harue

Fatori e Rodrigo Numes Monteiro encontraram taxa ótima para o modelo de [7], veja em [10].

Em 2013, no artigo ”Decay rates for Bresse system with arbitrary nonlinear localized dam-

ping,”os autores, Wenden Charles, J. A. Soriano, Flávio A. Falcão e J. H. Rodrigues, [11],

consideraram o sistema:

ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ + lω)x − κ0l(ωx − lϕ) + α1(x)g1(φt) = 0, em (0, L)× (0, T ),(1.0.19)

ρ2ψtt − bψxx + κ(ϕx + ψ + lω) + α2(x)g2(ψt) = 0, em (0, L)× (0, T ), (1.0.20)

ρ1ωtt − κ0(ωx − lϕ)x + κl(ϕx + ψ + lω) + α3(x)g3(ωt) = 0, em (0, L)× (0, T ),(1.0.21)

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = ω(0, t) = ω(L, t) = 0 ∀t ≥ 0, (1.0.22)

ϕ(·, 0) = ϕ0(·), ϕt(·, 0) = ϕ1(·);ψ(·, 0) = ψ0(·), ψt(·, 0) = ψ1(·);
ω(·, 0) = ω0(·), ωt(·, 0) = ω1(·), ∀x ∈ (0, L), (1.0.23)

e provaram sem levar em conta as hipóteses sobre as igualdades das velocidades de propagação

de ondas, que a energia do sistema (1.0.19)− (1.0.21) decai com a seguinte taxa

E(t) ≤ S

(
t

T0
− 1

)
, ∀t > T0

onde S(t) é a solução da seguinte equação diferencial:

d

dt
S(t) + q(S(t)) =, S(0) = E(0)

CORDEIRO, S. M. S. PDM - UFPA
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onde, q é dado em [8].

No livro, Contrôlabilité exacte et stabilization de systémes distribues, Vol. 1 e 2. de J. L.

Lions [12], encontramos os primeiros resultados de observabilidade. Um fato, que não podemos

deixar de notar, é que a observabilidade é uma consequência imediata do estudo de controlabi-

lidade, que surgiu, a partir da análise da seguinte equação de ondas:

∥∥∥∥∥∥∥∥

utt −∆u = 0 em Ω× ]0, T [ ,

u = 0 em Γ,

u(0) = u0, ut(0) = u1 em Ω.

(1.0.24)

Aqui, Ω é um subconjunto aberto limitado do R
n, n ≥ 1, com fronteira Γ suave. Ele mostrou

que se (u0, u1) ∈ (H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)) × H1

0 (Ω), então a equação (1.0.24) admite uma solução

forte, e se (u0, u1) ∈ H1
0 (Ω)×L2(Ω), a solução é fraca, e a energia associada ao sistema (1.0.24)

é definida por:

E(t) =
1

2

∫

Ω

(
|ut|2 + |∇u|2

)
dx

multiplicando (1.0.24) por ut, mostrou que a energia era conservativa, isto é;

E(t) = E(0)∀t ≥ 0.

Estudando a controlabilidade exata interna, J. Lions conjecturou que, para todo T > T0, onde

T0 é suficientemente grande, conhecendo as constante positivas C1 e C2, a solução de (1.0.24)

verifica as seguintes estimativas:

T∫

0

∫

ω

(
|ut|2 + |u|2

)
dx dt ≤ c1E(0) (1.0.25)

e

T∫

0

∫

ω

(
|ut|2 + |u|2

)
dx dt ≥ c1E(0), (1.0.26)

onde ω ⊂ Ω. Para chegar aos resultados acima, ele usou o método dos multiplicadores. Chamou
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a estimativa (1.0.25) de desigualdade direta, e (1.0.26) de desigualdade indireta ou “desigual-

dade de Observabilidade.”

Na literatura, existem vários conceitos de Observabilidade, em [12] vol.1, J. L. Lions, intro-

duziu três conceitos: Observabilidade Completa, parcial e simultânea. Por exemplo, se consi-

derarmos a equação de ondas acopladas a baixo,

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

utt −∆u+ αv = 0 em Ω× ]0, T [ ,

vtt −∆v + αu = 0 em Ω× ]0, T [ ,

u = v = 0 em Σ = Γ× ]0, T [ ,

u(0) = u0, ut(0) = u1, v(0) = v0, vt(0) = v1, em Ω.

(1.0.27)

A observabilidade completa:

T∫

0

|ut|2 + |vt|2dx dt ≥ c
(
|u1|2 + |∇u0|2 + |v1|2 + |∇v0|2

)
, (1.0.28)

A observabilidade parcial:

T∫

0

|ut|2 dt ≥ c
(
|u1|2 + |∇u0|2

)
, (1.0.29)

A observabilidade simultânea:

T∫

0

|ut + vt|2dx dt ≥ c
(
|u1|2 + |∇u0|2 + |v1|2 + |∇v0|2

)
. (1.0.30)

Em [12], vol. 2, J. Lions, utilizando o método dos multiplicadores, mostrou que as desi-

gualdades de observabilidade completa e simultâneas, podem ser obtidas também no sistema de

equação de ondas e Petrowsky, em que a constante α de acoplamento é suficientemente pequena.

Em seguida propôs a seguinte conjectura. “Será que há controle exato para para acoplamento de

qualquer parâmetro?” Tal conjectura teve uma resposta positiva quando V.Komornik e P. Loret

em [13], provaram a observabilidade parcial em um sistema acoplado de equações de onda e

Petrowsky, baseados no teorema clássico de Ingham em série de Fourier não-harmônica.
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Associada à estabilidade indireta, (veja [14] e [15]) um quarto conceito de observabilidade

indireta foi introduzido na literatura, que consiste em observar que a norma de alguns compo-

nentes da solução pode estimar todos os componentes das normas dos dados iniciais. Em [16],

Fatiha Alabau-Boussoira considerou por exemplo, o sistema (1.0.27) e observou que a norma

em L2(Ω) e do traço da derivada normal de u em Γ1×]0, T [. Mais precisamente, ela demonstrou

o seguinte resultado:

Teorema 1.1. Existe ᾱ, tal que para todo 0 < |α| < ᾱ e existe T1 = T1(α) > 0, tal que T > T1

e U0 = (u0, u1, v0, v1) ∈ H = (H1
0 (0, L)× L2(0, L))

2
, tal que a solução (u, v) de (1.0.27)

verifica

c1

2

(
|u1|2 + |∇u0|2

)
+
c1

2

(
‖v1‖2H−1(Ω) + |v0|2

)
≤ 2

T∫

0

∫

ω

∣∣∣∣
∂u

∂ν

∣∣∣∣
2

dν dt, (1.0.31)

onde C1 e C2 são constantes positivas que dependem de T e α. Mas se a solução de (1.0.27)

verifica ∣∣∣∣
∂u

∂ν

∣∣∣∣
2

= 0 em Γ1 × ]0, T [ ,

então u = v = 0 em Ω.

1.1 Objetivo da Tese

Motivados pelos resultados acima exposto, nossa Tese tem por objetivo:

1) Analisar as questões relativas a falta de decaimento exponencial do sistema (1.0.1) −
(1.0.5), onde nossa principal ferramenta será os resultados de estabilidade exponencial devido

a Prüss [17].

2) Fornecer taxas de decaimentos precisas sobre um contexto mais geral para um sistema de

Bresse com dois mecanismos dissipativos não lineares de atrito, levando em conta o crescimento

arbitrário do feedbak na origem. Usando o método utilizado pela primeira vez na literatura por

Fatiha Alabau-Boussoira em [18], com as devidas adaptações ao nosso modelo, estabeleceremos

uma fórmula semi explicita geral para a taxa de decaimento da energia quando as velocidades

de propagação de ondas para as três equações são iguais, isto é quando (1.0.11), acontece.
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Provaremos que a energia associada ao sistema satisfaz

E(t) ≤ 2βE(0)z
2(t)

z(t)g′(z(t))− g(z(t))

z(t)g′(z(t)) + g(z(t))
, ∀t ≥ T0

H ′(r20)
, (1.1.1)

onde z e q são dadas em [19] e [18], r0, βE(0) e T0 são dados em (3.3), (3.7.111) e (3.7.117)

respectivamente, assim temos,

lim
t→+∞

E(t) = 0,

e a taxa de decaimento dada pela estimativa (1.1.1). Este resultado generaliza os resultados

existentes na literatura para o sistema de Bresse.

3) Fornecer uma desigualdade de observabilidade interna e indireta, para um sistema de

Bresse homogêneo.

1.2 Organização da Tese

Para o desenvolvimento desta tese, optamos por uma metodologia que nos parecia ser a mais

didática possı́vel. Por este motivo inserimos as definições e teoremas de análise matemática, na

medida em que fossemos necessitar desenvolver as propriedades, por exemplo, de unicidades e

estabilidade assintóticas dos modelos em estudos.

No Capı́tulo 2, estudamos a existência e unicidade de soluções como também nos propomos

a analisar a falta de decaimento exponencial, o decaimento polinomial juntamente com sua taxa

ótima, de um sistema de Equações Diferenciais de Onda, com mecanismo dissipativo do tipo

memória. Para isto usamos os teorema de Lummer-Phillips, Prüss, e Borichev-Tomilov.

No Capı́tulo 3, estabelecemos a existência e unicidade de soluções para o modelo de Bresse,

com dissipação não lineares uma atuando na equação de deslocamento rotacional, e outra na

deslocamento Tangencial. Usaremos o sentido de Soluções de V. Barbu, e o método de semi-

grupo não linear, e para o comportamento assintótico, levaremos em conta a propriedade de

igualdade das velocidades de propagação de ondas, usando técnicas multiplicativas.

No Capı́tulo 4, a partir das técnicas usadas para a demonstração do estabilidade exponencial

no teorema (3.5, estabeleceremos uma desigualdade de Observabilidade interna e indireta.
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No Capı́tulo 5, traçamos metas a ser atingidas, a partir de uma gama de resultados que não

foram utilizados nesta tese, por falta de tempo, e de sedimentação das ideias. Tais metas deno-

minamos de trabalhos futuros.
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CAPÍTULO 2

Existência e Unicidade de Solução Forte de um Sistema de

Equações de Ondas Acoplado com Memória

Neste capı́tulo, estudamos a existência e unicidade de soluções bem como o comportamento

assintótico para o seguinte sistema acoplado de equações de onda:

utt −∆u+

∞∫

0

g(s)∆u(t− s) ds+ αv = 0 em Ω×]0,∞[, (2.0.1)

vtt −∆v + αu = 0 em Ω×]0,∞[, (2.0.2)

u = v = 0 sobre Γ×]0,∞[, (2.0.3)

(u(x, 0), v(x, 0)) = (u0(x), v0(x)), em Ω (2.0.4)

(ut(x, 0), vt(x, 0)) = (u1(x), v1(x)) em Ω, (2.0.5)

onde α > 0.

Note que neste caso o operador gerado a partir do sistema acima não é autônomo e, portanto,

não gera um semigrupo. Para transformar (2.0.1) − (2.0.5) num sistema autônomo, usaremos

os argumentos de Dafermos [20] e M. Fabrizio [21], e introduziremos os espaços de memória,

11



12

isto é, considere:

η(x, t, s) = u(x, t)− u(x, t− s), (2.0.6)

então, derivando em relação a t e depois em relação a s, obtemos:

ηt(x, t, s) = ut(x, t)− ut(x, t− s). (2.0.7)

e

ηs(x, t, s) = us(x, t− s), (2.0.8)

De (2.0.7) e (2.0.8), obtemos:

(ηt + ηs)(x, t, s) = ut(x, t− s). (2.0.9)

Note que de (2.0.6), η(0) = 0, para todo t ≥ 0, que poderemos assumir como condição de

contorno, enquanto que

ηt(x, 0, s) = ut(x, 0)− ut(x,−s) = u1(x)− ut(x,−s) := u(s) (2.0.10)

onde u(s) é chamado de história. De (2.0.6), obtemos também, a seguinte relação:

∆η(x, t, s) = ∆u(x, t)−∆u(x, t− s). (2.0.11)

Substituindo (2.0.11) em (2.0.1), obtemos:

utt −∆u(1−
∞∫

0

g(τ)dτ)−
∞∫

0

g(τ)∆η(., τ)dτ + αv = 0. (2.0.12)

Fazendo,

β0 = 1−
∞∫

0

g(τ)dτ > 0,
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desde que,
∞∫

0

g(τ)dτ > 1.

Agora, reescrevendo o sistema (2.0.1)− (2.0.5) obtemos:

utt(x, t)− β0∆u(x, t)−
∞∫

0

g(τ)∆η(x, t, s) d; s+ αv(x, t) = 0 in Ω× (0,∞),(2.0.13)

vtt(x, t)−∆v(x, t) + αu(x, t) = 0 in Ω× (0,∞), (2.0.14)

ηt(x, t, s) + ηs(x, t, s)− ut(x, t) = 0, em Ω× (0,∞) (2.0.15)

u(x, t) = v(x, t) = η(x, t, s) = 0 sobre Γ× (0,∞), ∀s, t(0,∞) (2.0.16)

(u(x, 0), v(x, 0)) = (u0(x), v0(x)) em Ω, (2.0.17)

(ut(x, 0), vt(x, 0) = (u1(x), v1(x)) em Ω, (2.0.18)

η(x, 0, s) = u(x, 0)− u(x,−s), emΩ× (∞). (2.0.19)

Observação 2.1. Para não carregar na notação, quando possı́vel, omitiremos os argumentos

(x, t) e (x, t, s).

2.1 Hipótese Sobre o Núcleo g

Assumiremos as seguintes hipóteses sobre g, as mesmas usadas em [22]:

g ∈ C1(R+) ∩ L1(R+), g(t) > 0, ∃q0, q1 > 0 : −q0g(t) ≤ g′(t) ≤ −q1g(t), ∀t ≥ 0.(2.1.1)

Observação 2.2. Note que estas hipóteses sobre o núcleo g é mais geral do que em [4].
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2.2 A Energia do Modelo

O funcional energia do sistema (2.0.13)− (2.0.19), é dado por

E(t) =
1

2

∫

Ω

{
|ut|2 + |vt|2 + β0 |∇u|2 + |∇v|2 α |uv|2 +

∞∫

0

g(s) |∇η(·, s)|2 ds
}
dx.

(2.2.1)

Temos a seguinte relacionada com E(t).

Proposição 2.3. A energia E(t) associada ao problema (2.0.13)− (2.0.19) satisfaz a seguinte

estimativa:

E ′(t) ≤ −q1
2

∞∫

0

g(s)

∫

Ω

|∇η(x, s)|2 dsdx. (2.2.2)

Prova. De fato, a prova desta proposição é feita usando o método da energia. Multiplicamos as

equações (2.0.13) e (2.0.14) por ut e vt, respectivamente e integramos em Ω.

Na equação (2.0.13) temos:

∫

Ω



uttut − β0∆uut −

∞∫

0

g(τ)∆η(·, τ)ut dτ + αvut



 dx = 0, (2.2.3)

daı́ segue que:

∫

Ω

uttutdx =
1

2

d

dt

∫

Ω

|ut|2 dx, (2.2.4)

−β0
∫

Ω

∆uutdx = β0

∫

Ω

∇u∇utdx =
β0

2

d

dt

∫

Ω

|∇u|2 dx. (2.2.5)
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Temos também que:

−
∫

Ω

∞∫

0

g(s)∆η(·, s)ut ds; dx =

∞∫

0

g(s)

∫

Ω

∇η(·, s)∇utds dt

=

∞∫

0

g(s)

∫

Ω

∇η(·, s)∇ (ηt(·, s) + ηs(·, s)) ds dx

=

∞∫

0

g(s)

∫

Ω

∇η(·, s)∇ηt(·, s)ds dx

+

∞∫

0

g(s)

∫

Ω

∇η(·, s)∇ηs(·, s)ds dx,

de onde segue que

−
∫

Ω

∞∫

0

g(s)∆η(·, s)ut ds; dx =
1

2

d

dt

∞∫

0

g(s)

∫

Ω

|∇η(·, s)|2 ds dx

− 1

2

∞∫

0

g′(s)

∫

Ω

|∇η(·, s)|2 ds dx. (2.2.6)

Substituindo (2.2.4)− (2.2.6) em (2.2.3), obtemos:

1

2

d

dt

∫

Ω

|ut|2 dx+
β0

2

d

dt

∫

Ω

|∇u|2 dx+ 1

2

d

dt

∞∫

0

g(s)

∫

Ω

|∇η(·, s)|2 ds dx

−1

2

∞∫

0

g′(s)

∫

Ω

|∇η(·, s)|2 ds dx+
∫

Ω

αvutdx = 0. (2.2.7)

Na equação (2.0.14) temos:

∫

Ω

(vttvt −∆vvt + αuvt) dx = 0, (2.2.8)
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daı́ temos:

∫

Ω

vttvtdx =
1

2

d

dt

∫

Ω

|vt|2 dx, (2.2.9)

−
∫

Ω

∆vvt dx =

∫

Ω

∇v∇vt dx =
1

2

d

dt

∫

Ω

|∇v|2 dx. (2.2.10)

Substituindo (2.2.9) e (2.2.10) em (2.2.8), obtemos:

1

2

d

dt

∫

Ω

|vt|2 dx+
1

2

d

dt

∫

Ω

|∇v|2 dx+
∫

Ω

αuvt dx = 0 (2.2.11)

Somando as equações (2.2.11) e (2.2.7) e notando que:

∫

Ω

αvut + αuvt dx =

∫

Ω

α (uv)t dx =
d

dt

∫

Ω

α (uv) dx,

obtemos:

1

2

d

dt

∫

Ω

|ut|2 dx+
1

2

d

dt

∫

Ω

|vt|2 dx+ β0
1

2

d

dt

∫

Ω

|∇u|2 dx+ 1

2

d

dt

∫

Ω

|∇v|2 dx

+2
d

dt

∫

Ω

α (uv) dx+
1

2

d

dt

∞∫

0

g(s)

∫

Ω

|∇η(·, s)|2 ds dx

=
1

2

∞∫

0

g′(s)

∫

Ω

|∇η(·, s)|2 ds dx (2.2.12)

de (2.2.1), temos que

E ′(t) =
1

2

∞∫

0

g′(s)

∫

Ω

|∇η(·, s)|2 ds dx
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e usando as hipóteses sobre a função g, obtemos:

E ′(t) ≤ −q1
2

∞∫

0

g(s)

∫

Ω

|∇η(·, s)|2 ds dx ≤ 0.

de onde segue,

E(t) ≤ E(0), ∀ t ≥ 0. (2.2.13)

O que nos leva a afirmar que o sistema em questão, é dissipativo, onde o funcional E(t), é

denominado a energia do modelo, o que conclui a demonstração. �

2.3 O Cenário de Semigrupo

O sistema (2.0.13) − (2.0.19) pode ser reescrito na forma matricial. Para tanto, considere

U = (u, ut, v, vt, η)
T , onde T indica a transposta do vetor U . Deste modelo o vetor U satisfaz o

seguinte problema de Cauchy:

dU

dt
= AU (2.3.1)

U(0) = U0, (2.3.2)

onde U0 = (u0, u1, v0, v1, η0)
T e A : D(A) ⊂ H → H corresponde ao operador diferencial,

dado formalmente por:

A =




0 I 0 0 0

β0∆ 0 −αI 0
∞∫
0

g(s)ds∆

0 0 0 I 0

−αI 0 ∆ 0 0

0 I 0 0 −Ts




(2.3.3)

onde T esta definido por:

T η = ηs, ∀η ∈ D(T )
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2.4. Espaços Funcionais 18

2.4 Espaços Funcionais

A partir da energia do sistema (2.0.13)− (2.0.19), denotamos por L2
g(R

+;H1
0(Ω)), o espaço de

Hilbert com peso g e com valores no espaço H1
0 (Ω), isto é:

L2
g(R

+;H1
0 (Ω)) = {f ;

∞∫

0

g(s)

∫

Ω

‖∇f |2 dx ds <∞},

munido com o seguinte produto interno:

(f, h)L2
g(R

+,H1
0 (Ω)) =

∞∫

0

g(s)

∫

Ω

∇f(x, s) · ∇h(x, s) dx ds.

Para dar uma formulação precisa do nosso problema de evolução, consideramos o seguinte

espaço de Hilbert:

H = H1
0 (Ω)× L2(Ω)×H1

0 (Ω)× L2(Ω)× L2
g(R

+;H1
0 (Ω))

munido do seguinte produto interno:

〈U, V 〉 = β0

∫

Ω

∇u1 · ∇v1 dx+
∫

Ω

u2v2 dx+

∫

Ω

∇u3 · ∇v3 dx+
∫

Ω

u4v4 dx

+α

∫

Ω

(u1v3 + u3v1) dx+

∞∫

0

g(s)

∫

Ω

∇u5(x, s) · ∇v5(x, s) dx ds, (2.4.1)

onde: U = (u1, u2, u3, u4, u5)
T , V = (v1, v2, v3, v4, v5)

T ∈ H.

Aqui vamos considerar:

D(A) = {(u, ϕ, v, ψ, η)T ∈ H; β0u−
∞∫

0

g(s)η(s) ds ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω),

ϕ ∈ H1
0 (Ω), v ∈ H1

0 (Ω) ∩H2(Ω), ψ ∈ H1
0 (Ω), η ∈ D(T )}

e

D(T ) = {η ∈ L2
g(R

+;H1
0 (Ω)); ηs ∈ L2

g(R
+;H1

0(Ω)), η(0) = 0}

CORDEIRO, S. M. S. PDM - UFPA



Capı́tulo 2. Existência e Unicidade de Solução Forte de um Sistema de Equações de Ondas

Acoplado com Memória 19

onde, ηs é a derivada distribucional de η em relação a variável s.

Munidos destas informações preliminares, estamos em condições de enunciar o nosso teo-

rema de existência e unicidade de soluções.

Teorema 2.4. O operador A gera um semigrupo C0-de contração S(t) sobre H. Então para

todo dados iniciai U0 ∈ H, o problema (2.0.13)−(2.0.19) tem uma única solução fraca U(t) ∈
C0([0,∞[,H). Além disso, se U0 ∈ D(A), então U(t) é solução forte de (2.0.13) − (2.0.19),

isto é U(t) ∈ C1([0,∞[,H) ∩ C0([0,∞[, D(A)).

Prova. Por definição D(A) è denso em H. Agora para U = (u, ut, v, vt, η)
T ∈ D(A) e usando

o produto interno (2.4.1) temos

〈AU, U〉 = β0

∫

Ω

∇ut · ∇u dx+
∫

Ω

(β0∆u− αv +

∞∫

0

g(s)∆η(s) ds)ut dx

+

∫

Ω

∇vt · ∇v dx+
∫

Ω

(∆v − αu)vt dx+ α

∫

Ω

(utv + uvt) dx

+

∞∫

0

g(s)

∫

Ω

∇(ut − ηs(s)) · ∇η(s) dx ds

= β0

∫

Ω

∇ut · ∇u dx+ β0

∫

Ω

∆uutdx− α

∫

Ω

vutdx+

∞∫

0

g(s)∆η(s)ut ds dx

+

∫

Ω

∇vt · ∇v dx+
∫

Ω

∆vvtdx− α

∫

Ω

uvt dx+ α

∫

Ω

utvdx+ α

∫

Ω

vut dx

+

∞∫

0

g(s)

∫

Ω

∇(ut − ηs(s)) · ∇η(s) dx ds

=

∞∫

0

g(s)

∫

Ω

∆η(s)ut ds dx+

∞∫

0

g(s)

∫

Ω

∇ut · ∇η(s) dx ds

−
∞∫

0

g(s)

∫

Ω

ηs(s)) · ∇η(s) dx ds

= −
∞∫

0

g(s)

∫

Ω

∇ηs(s)) · ∇η(s) dx ds.
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Usando (2.1.1), obtemos:

Re〈AU, U〉 =
1

2

∞∫

0

g′(s)

∫

Ω

|∇η(s)|2 dx ds

≤ −q1
2

∞∫

0

g(s)

∫

Ω

|∇η(s)|2 dx ds ≤ 0 (2.4.2)

portanto, A é um operador dissipativo.

Nossa intenção é usar o teorema de Lummer-Phillips, ver [23]. Para isto, devemos mostrar

que (I −A) é sobrejetivo. Então considere a equação resolvente:

(I −A)U = F

onde U = (u, ϕ, v, ψ, η)T e F = (f 1, f 2, f 3, f 4, f 5)T ∈ H. Deste modo, reescrevemos a

equação resolvente em termos de suas componente, para obter o seguinte sistema:

u− ϕ = f 1, (2.4.3)

ϕ− β0∆u+ αv −
∞∫

0

g(s)∆η(s) ds = f 2, (2.4.4)

v − ψ = f 3, (2.4.5)

ψ −∆v + αu = f 4, (2.4.6)

η − ϕ+ ηs = f 5. (2.4.7)

Multiplicando (2.4.7) por eτ−s, em seguida integrando de 0 até s ambos os lados da equação,

obtemos:

η(·, s) = ϕ(·)(1− e−s) +

s∫

0

eτ−sf 5(·, τ) dτ. (2.4.8)

Substituindo (2.4.3) e (2.4.8) em (2.4.4), obtemos:

u− βg∆u+ αv = f 1 + f 2 +

∞∫

0

g(s)


(e−s − 1)∆f 1 +

s∫

0

eτ−s∆f 5(τ) dτ


 ds, (2.4.9)
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onde:

βg = β0 +

∞∫

0

g(s)(1− e−s) ds.

Note que, βg é uma constante positiva em virtude de (2.1.1). Além disso, é fácil ver que o lado

direito de (2.4.9) está em H−1(Ω).

Substituindo (2.4.5) em (2.4.6), obtemos:

v −∆v + αu = f 3 + f 4. (2.4.10)

Devemos mostrar que u, v ∈ H1
0 (Ω). Para tanto, considere a seguinte forma bilinear:

a(Φ1,Φ2) =

∫

Ω

u1u2 dx+

∫

Ω

v1v2 dx+ βg

∫

Ω

∇u1 · ∇u2 dx

+

∫

Ω

∇v1 · ∇v2 dx+ α

∫

Ω

(v1u2 + u1v2) (2.4.11)

onde, Φ1 = (u1, v1) e Φ2 = (u2, v2).

Note que, a(Φ1,Φ2) è bilinear continua e coerciva, portanto, pelo Lema de Lax-Milgram, ver

[24] existe uma única solução

u, v ∈ H1
0 (Ω).

De (2.4.3) e (2.4.5), temos ϕ, ψ ∈ H1
0 (Ω).

Agora de (2.4.8), obtemos:

||η(·, s)||2 = ||ϕ(·)(1− e−s) +

s∫

0

eτ−sf 5(·, τ) dτ ||2

≤ ||ϕ(·)(1− e−s)||2 + ||
s∫

0

eτ−sf 5(·, τ) dτ ||2

ou melhor:

||η||2L2
g(R

+;H1
0 (Ω)) ≤ C

(
||ϕ||2H1

0(Ω) + ||f 5||2L2
g(R

+;H1
0 (Ω))

)
, (2.4.12)
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de onde concluı́mos que

η ∈ L2
g(R

+;H1
0 (Ω)).

De (2.4.4), obtemos:

β0∆u+

∞∫

0

g(s)∆η(s) ds ∈ L2(Ω).

Por outro lado de (2.4.7), obtemos:

||ηs||2 = ||f 5 − η + ϕ||2

||ηs||2L2
g(R

+;H1
0 (Ω)) ≤ C

(
||ϕ||2H1

0(Ω) + ||f 5||2L2
g(R

+;H1
0 (Ω)) + ||η||2L2

g(R
+;H1

0 (Ω))

)
,

de onde podemos concluir que:

ηs ∈ L2
g(R

+;H1
0(Ω)).

Novamente de (2.4.8), obtemos:

η(0) = 0.

O que prova a sobrejetividade de (I − A), portanto pelo teorema de Lummer-Phillips (ver

[23]), o operador A é o gerador infinitesimal de um semigrupo Co de contração. �

2.5 Perda de Estabilidade Exponencial

Nesta seção provaremos que o operador resolvente não é uniformemente limitado. Isto significa

afirmar que o semigrupo, associado ao sistema (2.0.13) − (2.0.19), não é exponencialmente

estável. Para simplificar os cálculos, suponhamos que o núcleo seja da forma g(t) = e−µt, com

t ∈ R
+ e µ > 1. Para alcançarmos esta finalidade, usaremos o teorema de Prüss [17] a saber:

Teorema 2.5. Seja S(t) = eAt um semigrupo C0 de contrações sobre um espaço de Hilbert H
gerado pelo operador A. Então S(t) é exponencialmente estável, se e somente se,

ρ(A) ⊇ {iβ : β ∈ R} ≡ iR,

e

lim
|β|→∞

‖(iβ −A)−1‖ <∞,
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onde ρ(A) é o conjunto resolvente do operador A.

Prova. Ver [17] �

Para estudarmos o comportamento assintótico do sistema em questão, considere o seguinte

problema espectral:

{
−∆wm = λmwm in Ω

wm = 0 on Γ,
(2.5.1)

onde,

lim
m→∞

λm = +∞.

O teorema que vamos enunciar neste momento, descreve o principal resultado desta seção.

Teorema 2.6. Suponhamos que g(t) = e−µt, com t ∈ R
+ e µ > 1 é o núcleo e que S(t) é o

semigrupo C0 de contrações gerado por A, ambos associados ao sistema (2.0.13)− (2.0.19) .

Então S(t) não é exponencialmente estável.

Prova. Do teorema 2.5, devemos mostrar que existe uma sequência de números complexos λm,

tal que

||(λm −A)−1||L(H) → ∞. (2.5.2)

O que equivale provar que, dada uma sequência Fm ∈ H, com ||Fm||H ≤ 1, de modo que

||(λmI −A)−1Fm||H → ∞ (2.5.3)

onde,

λmUm −AUm = Fm (2.5.4)

com Um não limitado.
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Para simplificar a notação, omitiremos o subı́ndice m. Então a equação (2.5.4) fica escrita

da seguinte forma:





iλu− ϕ = f 1,

iλϕ− β0∆u+ αv −
∫∞

0
g(s)∆η(x, s)ds = f 2,

iλv − ψ = f 3,

iλψ −∆v + αu = f 4,

iλη − ϕ + ηs = f 5.

(2.5.5)

Considere as seguintes identidades: f 1 = f 3 = f 5 = 0, obtemos ϕ = iλu e ψ = iλv.

Fazendo f 2 = f 4 = wm, o sistema (2.5.5) torna-se:





−λ2u− β0∆u+ αv −
∫∞

0
g(s)∆η(x, s)ds = wm,

−λ2v −∆v + αu = wm,

iλη + ηs − iλu = 0.

(2.5.6)

Estamos interessados em soluções da seguinte forma:

u = awm, v = bwm, ϕ = cwm, ψ = dwm, η(x, s) = γ(s)wm

com a, b, c, d ∈ C e γ(s) dependente de λ, será determinado explicitamente na sequência. de

(2.5.6), verificamos que a e b satisfazem





−λ2a+ β0aλm + αb+ λm
∫∞

0
g(s)γ(s)ds = 1,

−λ2b+ λmb+ αa = 1,

γ′(s) + iλγ(s)− iλa = 0.

(2.5.7)

Resolvendo (2.5.7)3, encontramos:

γ(s) = Ce−iλs + a. (2.5.8)

Desde que η(0) = 0, então C = −a, e (2.5.8) pode ser escrito da seguinte forma:

γ(s) = a− ae−iλs. (2.5.9)
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De, (2.5.9) temos:

∞∫

0

g(s)γ(s) ds =

∞∫

0

g(s)(a− ae−iλs) ds = ab0 − a

∞∫

0

g(s)e−iλs ds (2.5.10)

onde,

b0 =

∞∫

0

g(s) ds.

Agora, escolhendo λ =
√
λm, e usando as equações (2.5.7)1 e (2.5.7)2 obtemos:

a =
1

α
,

b =
λm(1− β0)

α2
− λm

α

∞∫

0

g(s)γ(s) ds+
1

α
,

c = i

√
λm

α
,

d = i
√
λm(

λm(1− β0)

α2
− λm

α

∞∫

0

g(s)γ(s) ds+
1

α
).

Lembrando que:

ϕ = cwm = i

√
λm

α
wm

como o wm são ortonormais, obtemos:

||ϕ||2L2(Ω) =
λm

α2
.

Portanto, temos:

lim
m→∞

||Um||2H ≥ lim
m→∞

||ϕ||2L2(Ω) = lim
m→∞

λm

α2
= ∞.

Do teorema de Prüss (2.5) segue que, o semigrupo S(t) não é exponencialmente estável. O que

conclui a demonstração do teorema. �
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2.6 Estabilidade Polinomial e Taxa Ótima

Nesta seção estudaremos o decaimento polinomial associado ao sistema (2.0.13)− (2.0.19), e,

posteriormente encontraremos a taxa ótima de decaimento. Considere a equação resolvente:

(iλI −A)U = F, with λ ∈ R and F ∈ H,

ou seja,

iλu− ϕ = f 1, (2.6.1)

iλϕ− β0∆u+ αv − T η = f 2, (2.6.2)

iλv − ψ = f 3, (2.6.3)

iλψ −∆v + αu = f 4, (2.6.4)

iλη − ϕ+ ηs = f 5. (2.6.5)

Os próximos três lemas que apresentaremos, serão importantes para provarmos o nosso re-

sultado principal.

Lema 2.7. As soluções do sistema (2.0.13)− (2.0.19), dada pelo Teorema 2.4, satisfaz

∫

Ω

∞∫

0

g(s)|∇η|2 ds dx ≤ K||U ||H||F ||H

onde, K é uma constante positiva .

Prova. Multiplicando a equação resolvente por U , obtemos:

iλ ||U | |2H − (AU, U)H = (F, U)H

tomando a parte real do resolvente , encontramos

−Re (AU, U)H = (F, U)H .
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Da dissipatividade do operador em (2.4.2),obtemos:

−1

2

∞∫

0

g′(s)

∫

Ω

|∇η(s)|2 dx ds = (F, U)H .

Agora, usando a hipótese sobre a g e a propriedade do módulo do produto interno, obtemos:

∫

Ω

∞∫

0

g(s)|∇η(s)|2 ds dx ≤ K||U ||H||F ||H, (2.6.6)

que conclui a demonstração. �

Lema 2.8. Para algum ǫ, existe uma constante positiva Kǫ, tal que

β0

∫

Ω

|∇u|2 dx+
∫

Ω

|∇v|2 dx+ α

∫

Ω

(uv + vu) dx

≤
∫

Ω

|ϕ|2 dx+
∫

Ω

|ψ|2 dx+ ǫ

∫

Ω

|∇u|2 dx

+Kǫ|λ|2||U ||H||F ||H +K||U ||H||F ||H,

onde K, é uma constante positiva.

Prova. Multiplicando as equações (2.6.2) e (2.6.4) por u e v, respectivamente, e integrando

por partes em Ω, e somando os resultados, obtemos:

iλ

∫

Ω

ϕu dx

︸ ︷︷ ︸
:=I4

+β0

∫

Ω

|∇u|2 dx+ α

∫

Ω

vu dx+

∫

Ω

∞∫

0

g(s) ∇η(s) · ∇u ds dx

+ iλ

∫

Ω

ψv dx

︸ ︷︷ ︸
:=I5

+

∫

Ω

|∇v|2 dx+ α

∫

Ω

uv dx

=

∫

Ω

f 2u dx+

∫

Ω

f 4v dx. (2.6.7)
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Note que, fazendo iλu em (2.6.1) e substituindo em I4, obtemos:

I4 = −
∫

Ω

|ϕ|2dx−
∫

Ω

ϕf 1 dx. (2.6.8)

Analogamente, fazendo iλv em (2.6.3) e substituindo em I5, obtemos:

I5 = −
∫

Ω

|ψ|2dx−
∫

Ω

ψf 3 dx. (2.6.9)

Substituindo, (2.6.8) e (2.6.9) em (2.6.7), obtemos:

β0

∫

Ω

|∇u|2 dx+
∫

Ω

|∇v|2 dx+ α

∫

Ω

(uv + vu) dx

=

∫

Ω

(|ϕ|2 + |ψ|2) dx−
∞∫

0

g(s)

∫

Ω

∇η · ∇u dx+
∫

Ω

ϕf 1 dx

+

∫

Ω

f 2u dx+

∫

Ω

ψf 3 dx+

∫

Ω

f 4v dx. (2.6.10)

Das desigualdades de Poincaré e Yang, obtemos:

β0

∫

Ω

|∇u|2 dx+
∫

Ω

|∇v|2 dx+ α

∫

Ω

(uv + vu) dx

≤
∫

Ω

(|ϕ|2 + |ψ|2) dx+ ǫ

∫

Ω

|∇u|2 dx

+Kǫ||η||2L2
g(R

+;H1
0 (Ω)) +K||U ||H||F ||H. (2.6.11)

Usando o Lema− 2.7, concluı́mos a prova. �

Lema 2.9. Sob condições Lema anterior, temos que

b0

2

∫

Ω

|ϕ|2 dx ≤ ǫ

∫

Ω

(|∇u|2 + |∇v|2) dx

+ Kǫ|λ|2||U ||H||F ||H
+ K||U ||H||F ||H,
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e

(
1

2
− K

|λ|2
)∫

Ω

|ψ|2 dx ≤ Kǫ|λ|2||U ||H||F ||H

+ K||U ||H||F ||H

com |λ| > 1 grande o suficiente.

Prova. Multiplicando a equação (2.6.5) por
∫∞

0
g(s) ds ϕ e integrando em Ω, obtemos:

iλ

∞∫

0

g(s)

∫

Ω

η(s)ϕ dx ds

︸ ︷︷ ︸
:=I6

−b0
∫

Ω

|ϕ|2 dx +

∞∫

0

g(s)

∫

Ω

ηs(s)ϕ dx ds

=

∞∫

0

g(s)

∞∫

0

f 5(s)ϕ dx ds

onde b0 =
∫∞

0
g(s) ds. Por outro lado, observe que:

∞∫

0

g(s)

∫

Ω

ηs(s)ϕ dx ds = −
∞∫

0

g′(s)

∫

Ω

η(s)ϕ dx ds.

Então, fazendo iλϕ em (2.6.2) e substituindo em I6, obtemos:

b0

∫

Ω

|ϕ|2 dx = −β0
∞∫

0

g(s)

∫

Ω

η(s)∆u dx ds+ α

∞∫

0

g(s)

∫

Ω

η(s)v dx ds

−α
∫

Ω




∞∫

0

g(s)η(s) ds






∞∫

0

g(s)∆η(s) ds




+

∞∫

0

g′(s)

∫

Ω

η(s)ϕ dx ds−
∞∫

0

g(s)

∫

Ω

η(s)f 2 dx ds. (2.6.12)
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Usando as hipóteses sobre g dada em (2.1.1) e as desigualdades de Poincaré e Young, obte-

mos:

b0

2

∫

Ω

|ϕ|2 dx ≤ ǫ

∫

Ω

(|∇u|2 + |∇v|2) dx+Kǫ||η||2L2
g(R

+;H1
0 (Ω)) +K||U ||H||F ||H.

Usando o Lema− 2.7, obtemos:

b0

2

∫

Ω

|ϕ|2 dx ≤ ǫ

∫

Ω

(|∇u|2 + |∇v|2) dx+Kǫ|λ|2||U ||H||F ||H +K||U ||H||F ||H.

Para mostrarmos a segunda desigualdade substituiremos a equação (2.6.1) em (2.6.5). obte-

mos,

iλη − iλu+ ηs = f 5 − f 1. (2.6.13)

Agora, isolando u em (2.6.4) e substituindo em (2.6.13). obtemos,

iλαη − λ2ψ − iλ∆v + αηs = α(f 5 − f 1) + iλf 4. (2.6.14)

Multiplicando a equação (2.6.14) por
∫∞

0
g(s)ψ, integrando por partes em Ω, e procedendo

da mesma maneira que na primeira estimativa, obtemos:

1

2

∫

Ω

|ψ|2 dx ≤ K

|λ|2
∫

Ω

|ψ|2 dx+K|λ|2||U ||H||F ||H +K||F ||2H.

De onde segue a segunda desigualdade. O que completa a prova do Lema. �

Agora, estamos em condições de mostrarmos o principal resultado deste Capı́tulo.

Teorema 2.10. O semigrupo associado ao sistema (2.0.13)−(2.0.19) é polinomialmente estável

e

||S(t)U0||H ≤ K√
t
||U0||D(A).

Além disso, este resultado é ótimo.
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Prova. Usando do Lemas (2.7), (2.8) e (2.9), escolhendo um ǫ > 0 suficientemente pequeno

para um |λ| > 1 grande o suficiente, temos:

||U ||2H ≤ K|λ|2||U ||H||F ||H +K||F ||2H.

De onde segue que,

||U ||H ≤ K|λ|4||F ||2H +K||F ||2H +
1

2
||U ||2H.

Assim, obtemos

||U ||2H ≤ K|λ|4||F ||2H

que é equivalente a

||U ||H ≤ K|λ|2||F ||H.

Portanto,

||(λI −A)−1|| ≤ K|λ|2.

Então, usando o Teorema 2.4 de [25], obtemos:

||S(t)A−1|| = O(t−
1
2 ) ⇒ ||S(t)A−1F ||H ≤ K√

t
||F ||H.

Desde que A é sobrejetivo sobre H, então considerando AU0 = F , da última desigualdade,

obtemos

||S(t)U0||H ≤ K√
t
||AU0||H

de onde, segue que:

||S(t)U0||H ≤ K√
t
||U0||D(A) (2.6.15)

o que nos leva afirmar que a solução tem estabilidade polinomial.
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Para provarmos que esta taxa de decaimento é ótima, usaremos argumento de contradição.

Suponhamos que a taxa t−
1
2 , pode ser melhorada, e que a taxa t−

1
2−ǫ é a taxa ótima, para algum

0 < ǫ < 2. Suponhamos que o operador

|λ|−2+ ǫ
2 ||(λI −A)−1||,

é limitado, ver [6]. Para isto, suponhamos que exista uma sequencia (λµ) ⊂ R com limµ→∞ |λµ| =
∞ e (Uµ) ⊂ D(A) para (Fµ) ⊂ H, tal que

(iλµI −A)Uµ = Fµ

é limitado em H e

lim
µ→∞

|λµ|−2+ ǫ
2 ||Uµ||H = ∞.

Seguindo os mesmos passos da demonstração do teorema 2.5, podemos concluir que

|λµ|−2+ ǫ
2 ||Uµ||H ≥ O(µ

ǫ
2 ) → ∞, quando µ→ ∞,

Provando que a taxa não pode ser melhorada. O que conclui a demonstração do teorema. �
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CAPÍTULO 3

Existência de Soluções para um Sistema de Bresse

Neste capı́tulo investigaremos a existência e unicidade de soluções para o sistema de Bresse

com duas dissipações não lineares.

3.1 Fundamentação Teórica

Basicamente, as hipóteses para o modelo dinâmico de vigas curvas são realizadas considerando

uma curvatura no plano de um arco circular de comprimento L, raio R, seção transversal A,

momento de inércia I , módulo de Young E, módulo do cortante G e fator de correção k, no

esforço cortante da estrutura.

As equações diferenciais que governam o estiramento de uma viga curva, isotrópica e line-

armente elástica, de raio R e comprimento L, são expressas de acordo com as seguinte leis:

33
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Equações de Movimento:

ρAϕtt = Qx +R−1N (3.1.1)

ρIψtt = Mx −Q (3.1.2)

ρAωtt = Nx −R−1Q. (3.1.3)

Equações de Tensão-Estiramento

ε = ωx − R−1ϕ (3.1.4)

γ = ϕx +R−1ω + ψ (3.1.5)

k̂ = ψx. (3.1.6)

Equações Elásticas Constitutivas

N = EAε (3.1.7)

Q = kGAγ (3.1.8)

M = EAk̂, (3.1.9)

onde, t é o tempo e x a distância ao longo da linha central da viga curva. No primeiro conjunto

de equações, as forças internas são a força axialN , a força cortanteQ e o momento da curvatura

M . O deslocamento total da linha central da viga curva possui um deslocamento tangencial ω,

um deslocamento transversal/normal ϕ e a rotação das seções transversais denotado por ψ.

Das equações (3.1.1)−(3.1.9), obtemos o seguinte sistema de equações diferenciais parciais

hiperbólicas e acopladas:

ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ + lω)x − κ0l(ωx − lϕ) = 0, (3.1.10)

ρ2ψtt − bψxx + κ(ϕx + ψ + lω) = 0, (3.1.11)

ρ1ωtt − κ0(ωx − lϕ)x + κl(ϕx + ψ + lω) = 0. (3.1.12)

Aqui, ρ1 = ρA, ρ2 = ρI , κ = κ′GA, κ0 = EA, b = EI e l = R−1. Essas equações também

são chamadas de equações de Bresse para vigas curvas.
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FIGURA 3.1: O Arco circular

3.2 O Modelo a Ser Investigado

Com base nas fundamentações Teóricas acima, investigaremos o seguinte sistema de Bresse

com dois mecanismos dissipativos não lineares do tipo atrito dado por

ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ + lω)x − κ0l(ωx − lϕ) = 0, em (0, L)× (0, T ), (3.2.1)

ρ2ψtt − bψxx + κ(ϕx + ψ + lω) + h1(ψt) = 0, em (0, L)× (0, T ), (3.2.2)

ρ1ωtt − κ0(ωx − lϕ)x + κl(ϕx + ψ + lω) + h2(ωt) = 0, em (0, L)× (0, T ),(3.2.3)

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψx(0, t) = ψx(L, t) = ωx(0, t) = ωx(L, t) = 0 ∀t ≥ 0, (3.2.4)

ϕ(·, 0) = ϕ0(·), ϕt(·, 0) = ϕ1(·);ψ(·, 0) = ψ0(·), ψt(·, 0) = ψ1(·),
ω(·, 0) = ω0(·), ωt(·, 0) = ω1(·), ∀x ∈ (0, L). (3.2.5)

Observe que quando R → ∞, l → 0 resultando em um sistema de Timoshenko com um

mecanismo dissipativo não linear, dado por

ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ)x = 0, (3.2.6)

ρ2ψtt − bψxx + κ(ϕx + ψ) + h1(ψt) = 0, (3.2.7)
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com as seguintes condições de contorno:

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = 0 ∀t ≥ 0, (3.2.8)

ϕx(0, t) = ϕx(L, t) = ψx(0, t) = ψx(L, t) = 0 ∀t ≥ 0, (3.2.9)

e condições iniciais:

ϕ(·, 0) = ϕ0(·), ϕt(·, 0) = ϕ1(·);ψ(·, 0) = ψ0(·), ψt(·, 0) = ψ1(·)∀x ∈ (0, L). (3.2.10)

O sistema (3.2.7)− (3.2.10), foi estudado por Fatiha Alabau-Boussoira [19].

Para chegarmos ao nosso objetivo, vamos considerar algumas informações preliminares que

enunciaremos abaixo.

3.3 Hipóteses.

Para a resolução do problema (3.2.1)− (3.2.5), assumiremos as seguintes hipóteses:

(H1)

Sejam, hi : R → R, (i = 1, 2), funções monótonas não decrescentes e não-lineares de classe

C1(R), e suponhamos que existam constantes reais positivas Ck, (k = 1, ..., 4) tais que:

·hi(s)s ≥ 0, ∀ s ∈ R i = 1, 2. (3.3.1)

·Ck|s| ≤ |hi(s)| ≤ Ck+1|s|, |s| ≥ 1, i = {1, 2}, k = {1, 3}. (3.3.2)

(H2)

Existe uma função g, estritamente não crescente, inversı́vel e C1(R), tal que:

·Ck|g(s)| ≤ |hi(s)| ≤ Ck+1|g−1(s)| |s| ≤ 1, i = {1, 2}, k = {1, 3}. (3.3.3)

onde, g−1 é a inversa de g.
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(H3)

Existe ri ∈ (0, 1), tal que g(ri) < 1, g ∈ C2([0, r20]), onde r0 = max{r1, r2} e uma função

H estritamente convexa, C2([0, r20]) e definida por

H(v) =
√
vg(

√
v).

Assumindo as hipóteses (H1)− (H3), introduziremos algumas definições preliminares.

(H4)

Seja Ĥ : [0, r20] → R, uma função definida da seguinte forma:

Ĥ =

{
H(x), se x ∈ [0, r20]

+∞, se x ∈ R− [0, r20]
(3.3.4)

(H5)

Seja F : [0,+∞) → [0, r20) uma função contı́nua, estritamente crescente definida por:

F (y) =

{
Ĥ∗(y)

y
, se y ∈ (0,+∞)

0, se y = 0,
(3.3.5)

onde Ĥ∗ representa uma função convexa conjugada de Ĥ, isto é:

Ĥ∗(y) = sup{xy − Ĥ(x)}. (3.3.6)

Então podemos redefinir a função F , por:

F (y) =

{
(H ′)−1(y)− H((H′)−1(y))

y
, se y ∈ [0, H ′(r20)]

r20 −
H′(r20)

y
, se y ∈ [H ′(r20),+∞).

(3.3.7)

(H6)
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Seja f : [0, 2βr20) → [0,+∞), uma função não negativa estritamente crescenteC1([0,+∞)),

definida por:

f(s) = F−1

(
s

2β

)
, ∀ s ∈ [0, 2βr20], (3.3.8)

onde β = βE(0), é dado em (3.7.111). Tal dependência de E(0) é dada da seguinte forma:

βE(0) = max{η1, η2, E(0)}, onde η1 e η2 são constantes que não dependem de E(0), mas das

caracterı́sticas fı́sicas da viga, isto é, dependem de l, ρ1, ρ2, b, κ e κ0.

(H7)

Tomando r0 como em (H3) e β = βE(0), definimos o seguinte conjunto:

F = FβE(0),r
2
0
= {f ∈ C1([0, 2βr20), [0,+∞))}. (3.3.9)

3.4 A Energia do Modelo

Nesta seção, analisaremos a energia do sistema (3.2.1) − (3.2.5). Enunciaremos o resultado a

seguir:

Proposição 3.1. Se E(t) é a energia associada ao problema (3.2.1)− (3.2.5), então,

E ′(t) = −
{ L∫

0

h1(ψt)ψtdx+

L∫

0

h2(ωt)ωtdx

}
, (3.4.1)

isto é,

E(t) ≤ E(0), ∀ t ≥ 0. (3.4.2)

Prova. De fato, a energia do modelo de Bresse acima descrito, é constituı́da a partir do método

da energia, ou seja basta multiplicarmos as equações de (3.2.1) − (3.2.3) por ϕt, ψt e ωt res-

pectivamente, em seguida efetuamos a integração em [0, L], e usando as condições de fronteira
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(3.2.5), obteremos a seguinte expressão

L∫

0

ρ1ϕttϕtdx+

L∫

0

ρ2ψttψtdx+

L∫

0

ρ1ωttωtdx+

L∫

0

bψxψxt +

L∫

0

κ(ϕx + ψ + lω)ϕxtdx

+

L∫

0

κ(ϕx + ψ + lω)ψtdx+

L∫

0

κ(ϕx + ψ + lω)ωtdx−
L∫

0

κ0l(ωx − lϕ)ϕtdx

+

L∫

0

κ0(ωx − lϕ)ωxtdx+

L∫

0

h1(ψt)ψtdx+

L∫

0

h2(ωt)ωtdx = 0, (3.4.3)

ou:

L∫

0

ρ1ϕttϕtdx+

L∫

0

ρ2ψttψtdx+

L∫

0

ρ1ωttωtdx+

L∫

0

bψxψxtdx

+

L∫

0

κ(ϕx + ψ + lω)(ϕx + ψ + lω)tdx+

L∫

0

κ0(ωx − lϕ)(ωx − lϕ)tdx

+

L∫

0

h1(ψt)ψtdx+

L∫

0

h2(ωt)ωtdx = 0. (3.4.4)

Agora, note que:

L∫

0

ρ1ϕttϕtdx =
1

2

d

dt

L∫

0

ρ1|ϕt|2 dx;

L∫

0

ρ2ψttψtdx =
1

2

d

dt

L∫

0

ρ2|ψt|2 dx;

L∫

0

ρ1ωttωtdx =
1

2

d

dt

L∫

0

ρ1|ωt|2dx;

L∫

0

bψxψxt dx =
1

2

d

dt

L∫

0

b|ψx|2 dx;
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L∫

0

κ(ϕx + ψ + lω)(ϕx + ψ + lω)tdx =
1

2

d

dt

L∫

0

κ|ϕx + ψ + lω|2 dx;

L∫

0

κ0(ωx − lϕ)(ωx − lϕ)tdx =
1

2

d

dt

L∫

0

κ0|ωx − lϕ|2 dx (3.4.5)

substituindo os resultados de (3.4.5), em (3.4.4) obtemos:

d

dt

1

2

l∫

0

[
ρ1|ϕt|2 + ρ2|ψt|2 + ρ1|ωt|2 + b|ψx|2 + κ|ϕx + ψ + lω|2 + κ0|ωx − lϕ|2dx

]

︸ ︷︷ ︸
=:E(t)

= −
L∫

0

h1(ψt)ψtdx−
L∫

0

h2(ωt)ωtdx. (3.4.6)

A Hipótese (3.3.1) sobre as hi para i = 1, 2., nos garante que −hi(s)s ≤ 0, o que nos leva a

afirmar que
∫ l

0
hi(s)sdx ≥ 0, de onde obtemos que:

E ′(t) = −
{ L∫

0

h1(ψt)ψtdx+

L∫

0

h2(ωt)ωtdx

}
≤ 0. (3.4.7)

Integrando de 0 até t, obtemos:

E(t) = −
t∫

0

{ L∫

0

h1(ψt)ψtdx+

L∫

0

h2(ωt)ωtdx

}
dt+ E(0),

segue que:

E(t) ≤ E(0), ∀ t ≥ 0,

o que nos leva a afirmar que o sistema em questão, é dissipativo. �
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3.5 O Cenário de Semigrupo

Vamos reescrever o problema (3.2.1)− (3.2.3), em um sistema de EDO de primeira ordem para

Φ = (ϕ, ϕt, ψ, ψt, ω, ωt)
′
, onde ′ denota a transposta do vetor Φ. Então, Φ satisfaz a seguinte

equação:

{
Φt = AΦ

Φ (0) = Φ0

(3.5.1)

onde Φ0 := (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1, ω0, ω1) e A : D (A) ⊂ H → H é o operador diferencial dado por:

A = −(A1 +A2),

com, A1 e A2, dados por:

A1 =




0 I 0 0 0 0

(κ∂2
x−κ0l)
ρ1

I 0 κ
ρ1
∂xI 0 (κ0+κ)l

ρ1
∂xI 0

0 0 0 I 0 0

− κ
ρ2
∂x 0 (b∂2

x−κ)
ρ2

I 0 − κl
ρ2

0

0 0 0 0 0 I

(κ0−κ)l
ρ1

∂xI 0 κl
ρ1
I 0 κ0∂

2
x−κl2

ρ1
0




. (3.5.2)
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e

A2 =




0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 −h1(φ)
ρ2

0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −h2(θ)
ρ1




. (3.5.3)

Aqui, ∂x(·), ∂2x(·) indicam os operadores derivadas de primeira e segunda ordens, respectiva-

mente, na variável x, e I o operador identidade.

A energia E(t) em (3.4.6) sugere o seguinte espaço de Hilbert H :

H := H1
0 (0, L)× L2 (0, L)×H1

∗ (0, L)× L2
∗ (0, L)×H1

∗ (0, L)× L2
∗ (0, L) ,

onde, H1
∗ (0, L) = H1 (0, L) ∩ L2

∗ (0, L) e L2
∗ (0, L) =

{
u ∈ L2 (0, L) ;

∫ L

0
u(x)dx = 0

}
.

Considere o seguinte produto interno :

(Φ,Φ1)H :=

L∫

0

[ρ1χχ1 + ρ2φφ1 + ρ1θθ1 + bψxψ1,x + κ (ϕx + ψ + lω) (ϕ1,x + ψ1 + lω1)

+κ0 (ωx − lϕ) (ω1,x − ϕ1)]dx, (3.5.4)
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e norma

‖Φ‖2Hi
:= ρ1‖χ‖2L2 + ρ2‖φ‖2L2 + ρ1‖θ‖2L2 + b‖ψx‖2L2 + κ‖ϕx + ψ + lω‖2L2 + κ0‖ωx − lϕ‖2L2,

(3.5.5)

onde Φ = (ϕ, χ, ψ, φ ω, θ)′ ∈ H.

Assim, A1, A2, têm os seguintes domı́nios:

D (A1) = {Φ ∈ H;ϕ, ψ, ω ∈ H2(0, L), χ ∈ H1
0(0, L), φ, θ ∈ H1

∗ (0, L), ψx, ωx ∈ H1
0 (0, L)}

(3.5.6)

e

D (A2) = H, (3.5.7)

Veremos a seguir o significado de solução para o problema de valor inicial (PVI), segundo

V. Barbu [22].

Definição 3.2. Diremos que Φ : [0,∞) −→ H, é uma solução forte para o problema de valor

inicial (3.5.1), se Φ é contı́nua em [0,∞), Lipschitziana em cada subconjunto compacto de

[0,∞), Φ(t) é diferenciável em [0,∞) e

Φt(t) = AΦ(t), para quase todo t ∈ (0,∞) .

Definição 3.3. A função Φ : [0,∞) −→ Hi, será chamada de solução integral para o problema

de valor inicial (3.5.1), se Φ é contı́nua em [0,∞), Φ(0) = Φ0 satisfaz a seguinte desigualdade:

1

2
||Φ(t)−Ψ||2H ≤ 1

2
||Φ(s)−Ψ||2H +

t∫

s

(AΨ+ BΦ(r),Φ(r)−Ψ)H) dr,

para todo Ψ ∈ D (A) e 0 ≤ s < t <∞, onde (., .)H é o produto interno de H.

Com base nessas duas definições, podemos enunciar o resultado de existência de soluções.
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Teorema 3.4. Para qualquer dado inicial Φ0 = {ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1, ω0, ω1} ∈ H, o problema

(3.5.1) admite uma única solução fraca. Além disso, se Φ0 ∈ D (A) a respectiva solução será

forte.

Prova. A ideia da prova é mostrar que o operador A = −(A1 + A2) é um operador maximal

monótono em H, para tanto usaremos a mesma técnica desenvolvida em [11]. Dividiremos a

demonstração do teorema em duas partes. Na primeira parte usaremos o corolário 1.1 de Barbu

[26] com o objetivo de concluir que:

(i) O operador −A1 é maximal monótono.

Depois usando o teorema 3.1 de Brezis [27], para mostrar que:

(ii) O operador −A2 é monótono, hemicontı́nuo e limitado.

Prova de (i). Mostraremos que −A1 é monótono e que Im(I − A1) = H. Como H é um

espaço de Hilbert, da proposição 2.2 do livro do Brezis [27], segue o resultado. Na verdade, o

fato de ser monótono decorre de:

(−A1Φ,Φ)H = 0, para todo Φ ∈ D(A).

Tomemos, agora a função vetorial F = (F1, F2, F3, F4, F5, F6) ∈ H. E vamos resolver o

seguinte problema espectral:

Φ−A1Φ = F (3.5.8)

para algum Φ ∈ D(A), onde Φ = (ϕ, χ, ψ, φ, ω, θ). Logo a equação (3.5.8) é equivalente à:

ϕ− χ = F1 ∈ H1
0 (0, L) (3.5.9)

ρ1χ− κ(ϕx + ψ + lω)x − κ0l(ωx − lϕ) = ρ1F2 ∈ L2(0, L) (3.5.10)

ψ − φ = F3 ∈ H1
∗ (0, L) (3.5.11)

ρ2φ− bψxx + κ(ϕx + ψ + lω) = ρ2F4 ∈ L2
∗(0, L) (3.5.12)

ω − θ = F5 ∈ H1
∗ (0, L) (3.5.13)

ρ1θ − κ0(ωx − lϕ)x+ κl(ϕx + ψ + lω) = ρ1F6 ∈ L2
∗(0, L). (3.5.14)
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Isolando, χ, φ e θ em (3.5.9), (3.5.11) e (3.5.13) respectivamente, obtemos:

ρ1ϕ− κ(ϕx + ψ + lω)x − κ0l(ωx − lϕ) = f1 ∈ L2(0, L) (3.5.15)

ρ2ψ − bψxx + κ(ϕx + ψ + lω) = f2 ∈ L2
∗(0, L) (3.5.16)

ρ1ω − κ0(ωx − lϕ)x+ κl(ϕx + ψ + lω) = f3 ∈ L2
∗(0, L), (3.5.17)

onde,

f1 = ρ1(F1 + F2), f2 = ρ2(F3 + F4), e f3 = ρ1(F5 + F6).

Para F = H1
0 (0, L) × H1

∗(0, L) × H1
∗ (0, L), seja a(., .) : F × F → R a forma bilinear

definida por:

a
(
{ϕ, ψ, ω}; {ϕ̃, ψ̃, ω̃}

)
=

L∫

0

{
ρ1ϕϕ̃+ ρ2ψψ̃ + ρ1ωω̃ + κ (ϕx + ψ + lω)

(
ϕ̃x + ψ̃ + lω̃

)

+ bψxψ̃x + κ0 (ωx − lϕ) (ω̃x − lϕ̃)

}
dx.

A forma bilinear a(., .) é contı́nua e coerciva, sobre o espaço de Hilbert F , logo pelo Lema de

Lax-Milgram [24], temos que existe uma única solução {ϕ, ψ, ω} ∈ F para o seguinte problema

variacional:

a
(
{ϕ, ψ, ω}; {ϕ̃, ψ̃, ω̃}

)
=

〈
F; {ϕ̃, ψ̃, ω̃}

〉
, ∀{ϕ̃, ψ̃, ω̃} ∈ F ,

onde F = {f1, f2, f3} ∈ F . Portanto, existe uma única solução {ϕ, ψ, ω} ∈ F que satisfaz o

sistema (3.5.15)−(3.5.17). Além disso, dado qualquer F ∈ L2(0, L)×L2
∗(0, L)×L2

∗(0, L), se-

gue dos resultados clássicos de regularidade elı́ptica que {ϕ, ψ, ω} ∈ F ⋂[H2(0, L)×H2(0, L)×
H2(0, L)].

Prova de (ii). Tendo como referencia a hipótese (3.3.1), temos que o operador −A2 satisfaz

a seguinte desigualdade:

(−A2Φ,Φ)H ≥ 0,
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o que prova a monotonia de −A2. Agora, considere Φi = (ϕi, χi, ψi, φi, ωi, θi), com i = 1, 2 e

também a seguinte expressão:

(−A2(Φ1 + tΦ2),Φ)H = (h1(χ1 + tχ2), χ)L2
∗
+ (h2(φ1 + tφ2), φ)L2

∗
,

para todo t > 0. queremos mostrar que:

lim
t→0

[
(h1(χ1 + tχ2), χ)L2

∗
+ (h2(φ1 + tφ2), φ)L2

∗

]
= (h1(χ1), χ)L2

∗
+ (h2(φ2), φ)L2

∗
. (3.5.18)

Então, é suficiente mostrarmos só a primeira parcela do limite, pois a outra, é análogo. Para

tanto, considere a função f ∈ L1(0, L), dada por:

f(x) = h1(χ1(x))χ(x)

e definimos a seguinte sequencia de função (fn) ⊂ L1(0, L), dada por:

fn(x) = h1(χ1(x) +
1

n
χ2(x)).χ(x), (3.5.19)

então, temos que

lim
n→∞

fn(x) = f(x) quase sempre em (0, L).

De fato, considere o seguinte conjunto:

Σn =

{
x ∈ [0, L];

∣∣∣∣∣χ1(x) +
1

n
χ2(x)

∣∣∣∣∣ < 1

}
, (3.5.20)

note que,

∣∣∣fn(x)
∣∣∣ =

∣∣∣h1
(
χ1(x) +

1

n
χ2(x)

) ∣∣∣
∣∣∣χ(x)

∣∣∣

≤ c1

∣∣∣χ1(x) +
1

n
χ2(x)

∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

<1

∣∣∣χ(x)
∣∣∣

⇒
∣∣∣fn(x)

∣∣∣ ≤ c1

∣∣∣χ(x)
∣∣∣, (3.5.21)

para quase todo x ∈ Σn, onde c1 é uma constante positiva.
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Por outro lado, usando a hipótese (3.3.1), temos que:

∣∣∣fn(x)
∣∣∣ =

∣∣∣h1
(
χ1(x) +

1

n
χ2(x)

)∣∣∣
∣∣∣χ(x)

∣∣∣

≤ c1

∣∣∣χ1(x) +
1

n
χ2(x)

∣∣∣
∣∣∣χ(x)

∣∣∣

≤ c1

(∣∣∣χ1(x)
∣∣∣ +
∣∣∣χ2(x)

∣∣∣
)∣∣∣χ(x)

∣∣∣, (3.5.22)

para quase todo x ∈ [0, L]− Σn. Ambos os casos, nos permite concluir que (fn) é limitada por

uma função integrável em [0, L]. Então, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

podemos passar o limite e concluir que −A2 é hemicontinuo.

Finalmente, concluı́mos a partis da hipótese (3.3.1), que −A2 é limitado em subconjuntos

limitados.

Portanto de (i) e (ii), temos que o operador A, é maximal monótono, e portanto do teorema

3.1 do livro do Brezis [27], concluı́mos a demonstração. �

3.6 Comportamento Assintótico

Nesta seção, apresentaremos o principal resultada deste capı́tulo que é fornecer algumas taxas

de decaimento para as soluções do Sistema de Bresse (3.2.1) − (3.2.5). Com base na técnica

introduzida por Fatiha Alabau Boussoira [19]. Esta técnica consiste na criação de uma fórmula

geral semi-explicita para taxa de decaimento da energia no infinito, quando as velocidades de

propagação de ondas das equações são iguais. Isto é, quando:

κ

ρ1
=

b

ρ2
e κ = κ0.

Provaremos que a energia associada ao sistema (3.2.1)− (3.2.5), satisfaz:

E(t) ≤ 2βE(0)z
2(t)

z(t)g′(z(t))− g(z(t))

z(t)g′(z(t)) + g(z(t))
, ∀t ≥ T0

H ′(r20)
, (3.6.1)
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onde βE(0), z e g são definidas como em (3.7.111), (3.12), (3.3) e r0 é dado por (H3). Assim

temos:

lim
t→+∞

E(t) = 0,

a taxa de decaimento a ser dada pela estimativa (3.6.1). Para provar a desigualdade (3.6.1) basta

mostrar a seguinte estimativa para a energia:

T∫

S

E(t)f(E(t))dt ≤ T0E(S), ∀ 0 ≤ S ≤ T, (3.6.2)

onde T0 = 2 ((δ1 + (δ2 + δ3)C5 + (δ4 + δ5)C6)H
′(r20) + (δ2 + δ3)C5 + (δ4 + δ5)C6), será de-

terminada posteriormente.

3.7 Resultado Principal de Comportamento Assintótico

Teorema 3.5. Assumindo que hi, i = 1, 2., satisfazem as hipóteses Hj , j = 1, 2., e seja f

uma função arbitrária no conjunto Fβ
E(0),r2

0

definido em (3.3.9). Então existem constantes

positivas δk, com k = 1, 2, ..., 7., independentes de f , tal que a energia associada ao sistema

(3.2.1)− (3.2.5), satisfaz a seguinte estimativa:

T∫

S

E(t)f(E(t)) dt ≤ δ1E(S)f(E(S))

+δ2

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|h1(ψt)|2 dx dt

+δ3

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|h2(ωt)|2 dx dt

+δ4|
ρ1

κ
− ρ2

b
|2

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ψtt|2 dx dt

+δ5|
ρ1

κ0
− ρ1

κ
|2

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ωtt|2 dx dt
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+δ6

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ψt|2 dx dt+ δ7

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ωt|2 dx dt

−ρ1
κ0

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ϕxtωt dx dt−
ρ1

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ϕtωxt dx dt

︸ ︷︷ ︸
:=I1

(3.7.1)

Observação 3.6. Para a demonstração deste teorema, Assumiremos que velocidades de propagações

são diferentes, ou seja, ρ1
κ
6= ρ2

b
e κ 6= κ0 .

Prova. A prova deste teorema, segue os passos abaixo.

Primeiro Passo Multiplicando as equaçãos (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3) do problema (3.2.1) −
(3.2.5), por −κ−1f(E(t))ψx, b−1f(E(t))(ϕx+ψ+lω) e κ−1

0 f(E(t))(ωx−lϕ), respectivamente,

somando-as e em seguida integrando no retângulo [S, T ]× [0, L], onde 0 ≤ S ≤ T , obtemos:

ρ1

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ϕttψxdxdt−
κ0l

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(ωx − lϕ)ψxdxdt

+
ρ2

b

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ψtt(ϕx + ψ + lω)dxdt+
κ

b

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(ϕx + ψ + lω)2dxdt

+
1

b

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

h1(ψt)(ϕx + ψ + lω)dxdt+
ρ1

κ0

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ωtt(ωx − lϕ)dxdt

−1

2

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

d

dx
|ωx − lϕ|2 dxdt + κl

κ0

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(ϕx + ψ + lω)(ωx − lϕ)dxdt

+
1

κ0

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

h2(ωt)(ωx − lϕ)dxdt−
T∫

S

f(E(t)) [ϕxψx]
L
0 dt = 0. (3.7.2)

Agora, somando e subtraindo:

ρ1

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ψtt(ϕx + ψ + lω)dxdt e
ρ1

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ωtt(ωx − lϕ)dxdt,
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em (3.7.2) e fazendo os ajustes necessários, obtemos:

κ

b

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(ϕx + ψ + lω)2 dx dt = −1

b

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

h1(ψt)(ϕx + ψ + lω) dx dt

− 1

κ0

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

h2(ωt)(ωx − lϕ) dx dt+ (
ρ1

κ
− ρ2

b
)

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ψtt(ϕx + ψ + lω) dx dt

+(
ρ1

κ
− ρ1

κ0
)

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ωtt(ωx − lϕ) dx dt− ρ1

κ




L∫

0

f(E(t))ψt(ϕx + ψ + lω)dx



T

0

+
ρ1

κ

T∫

S

f ′(E(t))E ′(t)

L∫

0

ψt(ϕx + ψ + lω) dx dt+
ρ1

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ψt|2 dx dt

−ρ1
κ




L∫

0

f(E(t))ωt(ωx − lϕ)dx



T

0

+
ρ1

κ

T∫

S

f ′(E(t))E ′(t)

L∫

0

ωt(ωx − lϕ) dx dt

−ρ1
κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

lωtϕt dx dt−
ρ1

κ




L∫

0

f(E(t))ϕtψxdx




T

0

+
lρ1

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ψtωtdxdt

+
ρ1

κ

T∫

S

f ′(E(t))E ′(t)ϕtψx dx dt+
κ0l

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(ωx − lϕ)ψx dx dt

−κl
κ0

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(ϕx + ψ + lω)(ωx − lϕ) dx dt. (3.7.3)

Agora, estamos em condições de analisar cada termo do lado direito da igualdade (3.7.3).

Usando a desigualdade de Young, obtemos:

∣∣∣∣∣∣
1

b

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

h1(ψt)(ϕx + ψ + lω)dxdt

∣∣∣∣∣∣

≤ 6

κb

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|h1(ψt)|2 dxdt +
κ

6b

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ϕx + ψ + lω|2 dxdt,

(3.7.4)
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∣∣∣∣∣∣
1

κ0

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

h2(ωt)(ωx − lϕ)dxdt

∣∣∣∣∣∣

≤ 6κ

κ20l

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|h2(ωt)|2 dxdt+
κ0l

6κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ωx − lϕ|2 dxdt,

(3.7.5)

∣∣∣∣∣∣
(
ρ1

κ
− ρ2

b
)

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ψtt(ϕx + ψ + lω)dxdt

∣∣∣∣∣∣

≤ 6b

κ

∣∣∣ρ1
κ

− ρ2

b

∣∣∣
2

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ψtt|2 dxdt +
κ

6b

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ϕx + ψ + lω|2 dxdt,

(3.7.6)

∣∣∣∣∣∣
(
ρ1

κ0
− ρ1

κ
)

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ωtt(ωx − lϕ)dxdt

∣∣∣∣∣∣

≤ 1

6κκ0l

∣∣∣∣
ρ1

κ
− ρ1

κ0

∣∣∣∣
2

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ωtt|2 dxdt+
κ0l

6κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ωx − lϕ|2 dxdt,

(3.7.7)

∣∣∣∣∣∣
lρ1

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ψtωtdxdt

∣∣∣∣∣∣

≤ lρ1

2κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ψt|2 dxdt+
lρ1

2κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ωt|2 dxdt,

(3.7.8)
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∣∣∣∣∣∣
lρ1

κ0

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ωtϕtdxdt

∣∣∣∣∣∣

≤ 4l2ρ1
κ20κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ωt|2 dxdt+
ρ1

4κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ϕt|2 dxdt,

(3.7.9)

∣∣∣∣∣∣
κl

κ0

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(ωx − lϕ)ψxdxdt

∣∣∣∣∣∣

≤ κ0l

6κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ωx − lϕ|2 dxdt+ 4κ3l

κ30

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ψx|2 dxdt.

(3.7.10)

Os demais termos de (3.7.3), serão estimados a partir do seguinte argumento: como E(t) é

uma função monótona não-crescente, enquanto que f é uma função monótona não-decrescente,

temos:

∀ S < T ⇒ E(S) ≥ E(T );

∀ E(T ) ≤ E(S) ⇒ f(E(T )) ≤ f(E(S)).

dai obtemos,

.

∣∣∣∣∣∣∣
1

κ
ρ1


f(E(t))

L∫

0

ψt(ϕx + ψ + ω)



T

S

∣∣∣∣∣∣∣

≤ ρ1

κ
f(E(T ))

L∫

0

|[ψt(ϕx + ψ + ω)] (T )|+ ρ1

κ
f(E(S))

L∫

0

|[ψt(ϕx + ψ + ω)] (S)|

≤ C [f(E(T ))E(T ) + f(E(S))E(S)] ≤ C1 [f(E(S))E(S) + f(E(S))E(S)]

≤ Cf(E(S))E(S). (3.7.11)

CORDEIRO, S. M. S. PDM - UFPA



Capı́tulo 3. Existência de Soluções para um Sistema de Bresse 53

De modo inteiramente análogo, temos:

.

∣∣∣∣∣∣∣
1

κ0
ρ1


f(E(t))

L∫

0

ωt(ωx − lϕ)




T

S

∣∣∣∣∣∣∣
≤ Cf(E(S))E(S). (3.7.12)

.

∣∣∣∣∣∣∣
ρ1

κ


f(E(t))

L∫

0

ϕtψx



T

S

∣∣∣∣∣∣∣
≤ Cf(E(S))E(S), (3.7.13)

agora, temos:

.

∣∣∣∣∣∣
ρ1

κ

T∫

S

f ′(E(t))E ′(t)

L∫

0

ψt(ϕx + ψ + ω)

∣∣∣∣∣∣

≤ ρ1

κ

T∫

S

|f ′(E(t))E ′(t)|
L∫

0

|ψt(ϕx + ψ + ω)|

≤ ρ1

κ

T∫

S

|f ′(E(t))| |E ′(t)| |E(t)| ≤ C

T∫

S

f ′(E(t))(−E ′(t))E(t)

= C

S∫

T

f ′(E(t))E ′(t)E(t) =
C7

2

S∫

T

f ′(E(t))2E ′(t)E(t) =
C7

2

S∫

T

f ′(E(t))
d

dt
|E(t)|2

≤ CE(S) [f(E(t))]ST ≤ C8E(S)f(E(S)), ∀ 0 ≤ S ≤ T. (3.7.14)

De modo inteiramente análogo, obtemos:

.

∣∣∣∣∣∣
ρ1

κ

T∫

S

f ′(E(t))E ′(t)

L∫

0

ωt(ωx − lϕ)

∣∣∣∣∣∣
≤ CE(S)f(E(S)), ∀ 0 ≤ S ≤ T.(3.7.15)

∣∣∣∣∣∣
ρ1

κ0

T∫

S

f ′(E(t))E ′(t)

L∫

0

ωtψx

∣∣∣∣∣∣
≤ CE(S)f(E(S)), ∀ 0 ≤ S ≤ T. (3.7.16)
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Onde, C, são constantes positivas arbitrária que dependem de l, ρ1, ρ2, κ, κ0 e b, substituindo

os resultados de (3.7.4) à (3.7.16) em (3.7.3), obtemos:

κ

2b

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ϕx + ψ + lω|2dxdt ≤

CE(S)f(E(S)) + C

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|h1(ψt)|2 dx dt+ C

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|h2(ωt)|2 dx dt

+C
∣∣∣ρ1
κ

− ρ2

b

∣∣∣
2

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ψtt|2 dx dt+ C

∣∣∣∣
ρ1

κ
− ρ1

κ0

∣∣∣∣
2

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ωtt|2 dx dt

+C

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ψt|2 dx dt+ C

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ωt|2 dx dt

+C

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ψx|2 dx dt+
κ0l

4κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ωx − lϕ|2 dx dt

+
ρ1

4κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ϕt|2 dx dt. (3.7.17)

Segundo Passo

Seja y a única solução do sistema:

{
−yxx = (ψ + lω)x, in (0, L)

y(0) = y(L) = 0.
(3.7.18)

de onde obtemos:

yx = −(ψ + lω) +
1

L

L∫

0

(ψ + lω)dx, (3.7.19)
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elevando ao quadrado, ambos os lados da igualdade e em seguida integrando de 0 atéL obtemos:

L∫

0

y2xdx =

L∫

0

(ψ + lω)2dx− 1

L




L∫

0

(ψ + lω) dx




2

, (3.7.20)

ou melhor:

L∫

0

(ψ + lω)2dx =

L∫

0

y2xdx+
1

L




L∫

0

(ψ + lω) dx




2

. (3.7.21)

Por outro lado, da desigualdade de Poincaré, obtemos:

L∫

0

(ψ + lω)2dx ≤ C

L∫

0

(ψ + lω)2xdx, (3.7.22)

agora, comparando (3.7.20) e (3.7.22) obtemos:

L∫

0

y2xdx ≤ C

L∫

0

(ψ + lω)2xdx, (3.7.23)

onde C é uma constante que depende de L.

Usando (3.7.23) em (3.7.21), obtemos:

L∫

0

(ψ + lω)2 dx ≤ C

L∫

0

(ψ + lω)2x dx+ C

L∫

0

(ϕx + ψ + lω)2 dx ≤ CE(t). (3.7.24)
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Multiplicando a primeira equação de (3.2.1), por κ−1f(E(t))(ϕ−y) e integrando em [S, T ]×
[0, L],obtemos:

ρ1

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ϕ2
tdxdt +

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(ϕx + ψ + lω)2dxdt

+

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(ψ + lω)2 − y2xdxdt = −ρ1
κ


f(E(t))

L∫

0

ϕt(ϕ− y)dx



T

S

+
ρ1

κ

T∫

S

f ′(E(t))E ′(t)

L∫

0

ϕt(ϕ− y)dxdt− ρ1

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ϕtytdxdt

+
κ0l

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(ωx − lϕ)(ϕ− y)dxdt. (3.7.25)

Para estimar o lado direito de (3.7.25) precisamos estimar a norma de (ϕ−y) em L2(0, L), para

este feito, procederemos da seguinte forma: Uma vez que (ϕ − y) = 0 em x = 0 e x = L da

desigualdade de Poincaré temos:

L∫

0

|ϕ− y|2 dx ≤ C

L∫

0

|(ϕ− y)x|2 dx (3.7.26)

mas de (3.7.19) temos:

(ϕ− y)x = (ϕx + ψ + lω)− 1

L

L∫

0

(ϕx + ψ + lω)2dx

ou seja,

L∫

0

|(ϕ− y)x|2 ≤ C

L∫

0

|ϕx + ψ + lω|2 dx ≤ CE(t) (3.7.27)

de (3.7.26) e (3.7.27) obtemos que:

L∫

0

|ϕ− y|2 ≤ CE(t). (3.7.28)
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Por outro lado, graças a (3.7.21), podemos reescrever o terceiro termo do lado esquerdo de

(3.7.25) da seguinte forma:

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(ψ + lω)2 − y2xdxdt =
1

L

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(ψ + lω)2dxdt. (3.7.29)

Usando (3.7.29) em (3.7.21) obtemos a seguinte identidade:

ρ1

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ϕ2
tdxdt+

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(ϕx + ψ + lω)2dxdt

+
1

L

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(ψ + lω)2dxdt = −ρ1
κ


f(E(t))

L∫

0

ϕt(ϕ− y)dx



T

S

+
ρ1

κ

T∫

S

f ′(E(t))E ′(t)

L∫

0

ϕt(ϕ− y)dxdt− ρ1

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ϕtytdxdt

+
κ0l

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(ωx − lϕ)(ϕ− y)dxdt. (3.7.30)

Estimando os termos do lado direito em (3.7.30), obtemos:

·

∣∣∣∣∣∣
ρ1

κ

T∫

S

f ′(E(t))E ′(t)

L∫

0

ϕt(ϕ− y)dxdt

∣∣∣∣∣∣
≤ Cf(E(S))E(S). (3.7.31)

·

∣∣∣∣∣∣∣
ρ1

κ


f(E(t))

L∫

0

ϕt(ϕ− y)dx



T

S

∣∣∣∣∣∣∣
≤ Cf(E(S))E(S). (3.7.32)

·

∣∣∣∣∣∣
ρ1

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ϕtytdxdt

∣∣∣∣∣∣
≤ ρ1

2κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ϕt|2 dxdt+ Cf(E(S))E(S).

(3.7.33)
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·

∣∣∣∣∣∣
κ0l

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(ωx − lϕ)(ϕ− y)dxdt

∣∣∣∣∣∣

≤ κ0l

4κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ωx − lϕ|2 dxdt+ Cf(E(S))E(S). (3.7.34)

Substituindo (3.7.31) à (3.7.34) em (3.7.30), obtemos:

ρ1

2κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ϕ2
tdxdt+

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ϕx + ψ + lω|2 dxdt

+
1

L

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(ψ + lω)2dxdt ≤ Cf(E(S))E(S) +
κ0l

16κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ωx − lϕ|2 dxdt.

(3.7.35)

Terceiro Passo

Multiplicando a equação de (3.2.2), por b−1f(E(t))ψ e integrando em [S, T ]×[0, L], tem-se:

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ψx|2dxdt = −ρ2
b


f(E(t))

L∫

0

ψtψdx




T

S

+
ρ2

b

T∫

S

f ′(E(t))E ′(t)

L∫

0

ψtψdxdt+
ρ2

b

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ψ2
t dxdt

+
κ

b

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(ϕx + ψ + lω)ψdxdt+
1

b

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

h1(ψt)ψdxdt. (3.7.36)
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Da equação (3.2.3), obtemos:

−κ
b

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(ϕx + ψ + lω)ψ dx dt

=
1

bl

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(ρ1ωtt − κ0(ωx − lϕ)x + h2(ωt))ψ dx dt

=
ρ1

bl

T∫

S

E ′(t)f ′(E(t))

L∫

0

ωtψ dx dt−


f(E(t))

L∫

0

ωtψ dx



T

S

−
T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ωtψt dx dt+
κ0

bl

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(ωx − lϕ)ψx dx dt

+
1

bl

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

h2(ωt)ψ dx dt. (3.7.37)

Substituindo, (3.7.37), em (3.7.36),obtemos:

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ψx|2dxdt = −ρ2
b


f(E(t))

L∫

0

ψtψdx




T

S

+
ρ2

b

T∫

S

f ′(E(t))E ′(t)

L∫

0

ψtψdxdt+
ρ2

b

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ψ2
t dxdt

+
ρ1

bl

T∫

S

E ′(t)f ′(E(t))

L∫

0

ωtψ dx dt−


f(E(t))

L∫

0

ωtψ dx



T

S

−
T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ωtψt dx dt+
κ0

bl

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(ωx − lϕ)ψx dx dt

+
1

bl

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

h2(ωt)ψ dx dt

︸ ︷︷ ︸
=I2

+
1

b

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

h1(ψt)ψdxdt

︸ ︷︷ ︸
=I3

. (3.7.38)

Estamos em condições em de estimar os termos do lado direito em (3.7.38). Note que, todos

os termos do lado direito da identidade acima, são estimados facilmente, usando os mesmos
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argumentos dos passos anteriores, porém os termos I2 e I3, devem ser estimados de modo

especial. Faremos tal prova apenas, em I2, pois em I3, será feito de maneira idêntica. Para tal,

usaremos as desigualdades de Cauchy-Schwars, Poincaré e Young, respectivamente.

| 1
bl

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

h2(ωt)ψdxdt| ≤
T∫

S

f(E(t))
{ L∫

0

1

b2l2
|h2(ωt)|2

} 1
2
{ L∫

0

|ψ|2
} 1

2
dxdt

≤
T∫

S

f(E(t))
{ L∫

0

Cp

b2l2
|h2(ωt)|2

} 1
2
{ L∫

0

|ψx|2
} 1

2
dxdt

≤ C

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|h2(ωt)|2dxdt+
1

4

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ψx|2dxdt, (3.7.39)

de modo análogo, temos:

∣∣∣∣∣
1

b

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

h1(ψt)ψdxdt

∣∣∣∣∣ ≤ C

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|h1(ψt)|2dxdt

+
1

4

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ψx|2dxdt,

(3.7.40)

∣∣∣∣∣
(ρ2
b
− 1
)

f(E(t))

L∫

0

[ωt + ψt]ψdx



T

S

∣∣∣∣∣ ≤ CF (E(S))E(S),

(3.7.41)

∣∣∣∣∣
(ρ2
b
+
ρ1

bl

) T∫

S

f ′(E(t))E ′(t)

L∫

0

[ωt + ψt]ψdxdt

∣∣∣∣∣ ≤ CF (E(S))E(S),

(3.7.42)
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∣∣∣∣∣

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ωtψt dx dt

∣∣∣∣∣ ≤ C

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ωt|2dxdt

+C

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ψt|2dxdt,

(3.7.43)

∣∣∣∣∣
κ0

bl

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(ωx − lϕ)ψx dx dt

∣∣∣∣∣

≤ C

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ωx − lϕ|2dxdt+ 1

4

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ψx|2dxdt. (3.7.44)

Substituindo, as estimativas (3.7.39)−(3.7.44), em (3.7.38), e fazendo os ajustes necessários,

obtemos:

1

4

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ψx|2 dx; dt ≤ Cf(E(S))E(S) + C

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|h1(ψt)|2 dx dt

+C

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ψt|2 dx dt+ C

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|h2(ωt)|2 dx dt

+C

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ωt|2 dx dt+ C

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ωx − lϕ|2 dx dt. (3.7.45)

Quarto Passo

Multiplicando a equação de (3.2.1), por κ−1f(E(t))(ωx−lϕ) e integrando em [S, T ]×[0, L],

tem-se:

ρ1

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ϕtt(ωx − lϕ)dxdt+

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(ϕx + ψ + lω) (ωx − lϕ)x dxdt

−κ0l
κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ωx − lϕ|2dxdt = 0,

(3.7.46)
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mas, como:

(ωx − lϕ)x =
ρ1

κ0
ωtt +

κl

κ0
(ϕx + ψ + lω) +

1

κ0
h2(ωt). (3.7.47)

Substituindo, (3.7.47) em (3.7.46), obtemos:

ρ1

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ϕtt(ωx − lϕ)dxdt

︸ ︷︷ ︸
=I4

+
ρ1

κ0

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(ϕx + ψ + lω)ωttdxdt

︸ ︷︷ ︸
=I5

+
κl

κ0

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ϕx + ψ + lω|2dxdt− κ0l

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ωx − lϕ|2dx dt

+
1

κ0

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(ϕx + ψ + lω)h2(ωt) dx dt = 0. (3.7.48)

Agora, ajustando os termos I4 e I5 alguns dos termos em (3.7.48), obtemos:

ρ1

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ϕtt(ωt − lϕ) dx dt =


ρ1
κ
f(E(t))

L∫

0

ϕt(x, t)(ωx(x, t)− lϕ(x, t))




T

S

− ρ1

κ

T∫

S

f ′(E(t))E ′(t)

L∫

0

ϕt(ωx − lϕ) dx dt

− ρ1

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ϕtωxt dx dt

+
ρ1l

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ϕt|2 dx dt, (3.7.49)
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ρ1

κ0

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ϕxωtt dx dt =


ρ1
κ0
f(E(t))

L∫

0

ϕx(x, t)ωt(x, t) dx




T

S

− ρ1

κ0

T∫

S

f ′(E(t))E ′(t)

L∫

0

ϕxωt dx dt

− ρ1

κ0

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ϕxtωt dx dt, (3.7.50)

ρ1

κ0

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ψωtt dx dt =


ρ1
κ0
f(E(t))

L∫

0

ψ(x, t)ωt(x, t) dx




T

S

− ρ1

κ0

T∫

S

f ′(E(t))E ′(t)

L∫

0

ψωt dx dt

− ρ1

κ0

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ψtωt dx dt (3.7.51)

e

ρ1l

κ0

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ωωtt dx dt =


ρ1l
κ0
f(E(t))

L∫

0

ω(x, t)ωt(x, t) dx




T

S

− ρ1l

κ0

T∫

S

f ′(E(t))E ′(t)

L∫

0

ωωt dx dt

− ρ1l

κ0

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ωt|2 dx dt. (3.7.52)
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Substituindo, (3.7.49)− (3.7.52), em (3.7.49), obtemos:

κ0l

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ωx − lϕ|2dx dt =


ρ1
κ
f(E(t))

L∫

0

ϕt(x, t)(ωx(x, t)− lϕ(x, t))



T

S

−ρ1
κ

T∫

S

f ′(E(t))E ′(t)

L∫

0

ϕt(ωx − lϕ) dx dt− ρ1

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ϕtωxt dx dt

+
ρ1l

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ϕt|2 dx dt+


ρ1
κ0
f(E(t))

L∫

0

ϕx(x, t)ωt(x, t) dx




T

S

−ρ1
κ0

T∫

S

f ′(E(t))E ′(t)

L∫

0

ϕxωt dx dt−
ρ1

κ0

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ϕxtωt dx dt


ρ1
κ0
f(E(t))

L∫

0

ψ(x, t)ωt(x, t) dx




T

S

− ρ1

κ0

T∫

S

f ′(E(t))E ′(t)

L∫

0

ψωt dx dt

−ρ1
κ0

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ψtωt dx dt+


ρ1l
κ0
f(E(t))

L∫

0

ω(x, t)ωt(x, t) dx




T

S

−ρ1l
κ0

T∫

S

f ′(E(t))E ′(t)

L∫

0

ωωt dx dt+
κl

κ0

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ϕx + ψ + lω|2dxdt

−ρ1l
κ0

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ωt|2 dx dt+
1

κ0

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(ϕx + ψ + lω)h2(ωt)dxdt.

(3.7.53)

Procedendo, da mesma maneira que nos passos anteriores, no que diz respeito ao uso da

desigualdade de Young, podemos estimar os termos do lado esquerdo direito de (3.7.53) de
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modo que obtemos:

κ0l

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ωx − lϕ|2 dx dt ≤ Cf(E(S))E(S)

+C

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|h2(ωt|2 dx dt

+C

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ωt|2 dx dt + C

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ψt|2 dx dt

+

(
κl

κ0
+
κ

8b

) T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ϕx + ψ + lω|2 dx dt

−ρ1
κ0

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ϕxtωt dx dt−
ρ1

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ϕtωxt dx dt

︸ ︷︷ ︸
:=I1

. (3.7.54)

Por fim, adicionemos convenientemente as desigualdades (3.7.17), (3.7.35), (3.7.45) e (3.7.54)

em conjunto com a definição (3.4.1) de E(t), deduzimos que existem constantes positivas δi,

com i = 1, ..., 7 que não dependem de f , tal que a estimativa desejada (3.7.1) se mantêm. O

que conclui a prova do teorema. �

Os dois lemas a seguir nos fornecerão estimativas para h1(ψt) e h2(ωt).

Lema 3.7. Uma solução do sistema (3.2.1)− (3.2.5), satisfaz

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(|h1(ψt)|2 + |h2(ωt)|2) dx dt

≤ C5L

T∫

S

Ĥ∗(f(E(t))) dt+ C5E(S)

+C5f(E(S))E(S), ∀ 0 ≤ S ≤ T.
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Prova. Sejam, εi ∈ (0, 1), i = 1, 2, de modo que εi = g(ri) e , onde ri ∈ [0, r0]. Então pela

hipótese (H1)− (H2), temos que, existem constantes positivas Cj > 0, (j = 1, ..., 4), tais que:

C1|v| ≤ |h1(v)| ≤ C2|v|, ∀|v| ≥ ε1, (3.7.55)

C1g(|v|) ≤ |h1(v)| ≤ C2g
−1(|v|), ∀|v| ≤ ε1, (3.7.56)

C3|v| ≤ |h2(v)| ≤ C4|v|, ∀|v| ≥ ε2, (3.7.57)

C3g(|v|) ≤ |h2(v)| ≤ C4g
−1(|v|), ∀|v| ≤ ε2. (3.7.58)

Para cada t ≥ 0 fixo, definimos os conjuntos:

I t = {x ∈ (0, L);ψt(t, x) ≤ ε1}

e

J t = {x ∈ (0, L);ωt(t, x) ≤ ε2},

desde que g−1, seja monótona não-decrescente em R, então temos:

1

|I t|

∫

It

|C−1
2 h1(ψt)|2 dx,

1

|J t|

∫

Jt

|C−1
4 h2(ωt)|2 dx ∈ [0, r20]

Agora, da hipótese (3.3), temos que H é estritamente convexa em [0, r20], então podemos

usar a desigualdade de Jensen para os termos acima, logo temos:

H


 1

|I t|

∫

It

|C−1
2 h1(ψt)|2 dx


 ≤ 1

|I t|

∫

It

H(|C−1
2 h1(ψt)|2) dx

=
1

|I t|

∫

It

√
|C−1

2 h1(ψt)|2g(
√
|C−1

2 h1(ψt)|2) dx

=
1

|I t|

∫

It

C−1
2 h1(ψt)g(C

−1
2 h1(ψt)) dx (3.7.59)
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e

H


 1

|J t|

∫

Jt

|C−1
4 h2(ωt)|2 dx


 ≤ 1

|J t|

∫

Jt

H(|C−1
4 h2(ωt)|2) dx

=
1

|J t|

∫

Jt

√
|C−1

4 h2(ψt)|2g(
√
|C−1

4 h2(ωt)|2) dx

=
1

|J t|

∫

Jt

C−1
4 h2(ωt)g(C

−1
4 h2(ωt)) dx. (3.7.60)

Mas, como g é uma função não decrescente em R, da desigualdade em (3.7.56) e (3.7.58)

obtemos

g(C−1
2 |h1(ψt)|2) ≤ ψt em I t, (3.7.61)

g(C−1
4 |h2(ωt)|2) ≤ ωt em J t. (3.7.62)

Substituindo as desigualdades (3.7.61) e (3.7.62) em (3.7.59) e (3.7.60), respectivamente,

obtemos:

H


 1

|I t|

∫

It

|C−1
2 h1(ψt)|2 dx


 ≤ 1

|I t|

∫

It

C−1
2 h1(ψt)ψt dx, (3.7.63)

H


 1

|J t|

∫

Jt

|C−1
4 h2(ωt)|2 dx


 ≤ 1

|J t|

∫

Jt

C−1
4 h2(ωt)ωt dx. (3.7.64)

Observando que hi são função não decrescentes, daı́ obtemos:

|I t|−1

∫

It

C−1
2 h1(ψt)ψtdx ≤ |I t|−1

∫

It

C−1
2 h1(ε1)ε1dx

= |I t|−1|I t|C−1
2 h1(ε1)ε1

≤ c−1
2 C2g

−1(ε1)ε1 = ε1g
−1
1 (ε1)

=
√
ε21g

−1(
√
ε21) = H(r21), (3.7.65)
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e

|J t|−1C−1
4

∫

Jt

h2(ωt)ωt dx ≤ C−1
4 ε2h2(ε2) ≤ ε2g

−1(ε2) = H(r22), (3.7.66)

de onde resulta que,

H−1


|I t|−1C−1

2

∫

It

h1(ψt)ψt dx


 ≤ r21 ≤ r20, (3.7.67)

H−1


|J t|−1C−1

4

∫

Jt

h2(ωt)ωt dx


 ≤ r22 ≤ r20. (3.7.68)

Portanto, podemos concluir que:

H−1


|I t|−1C−1

2

∫

It

h1(ψt)ψt dx


 ∈ [0, r20] (3.7.69)

H−1


|J t|−1C−1

4

∫

Jt

h2(ωt)ωt dx


 ∈ [0, r20]. (3.7.70)

Como H é uma função não decrescente, então de (3.7.63) e (3.7.64), segue que:

H−1


H


|I t|−1

∫

It

|C−1
2 h1(ψt)|2dx




 ≤ H−1

(
|I t|−1

∫

It

C−1
2 h1(ψt)ψtdx

)

|I t|−1C−2
2

∫

It

|h1(ψt)|2dx ≤ H−1


|I t|−1

∫

It

C−1
2 h1(ψt)ψtdx




∫

It

|h1(ψt)|2dx ≤ |I t|C2
2H

−1


|I t|−1

∫

It

C−1
2 h1(ψt)ψtdx


 ,

de onde obtemos:

T∫

S

f(E(t))

∫

It

|h1(ψt)|2dxdt ≤ C2
2 |I t|

T∫

S

f(E(t))H−1


|I t|−1

∫

It

c−1
2 h1(ψt)ψtdx


 dt,
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analogamente,

T∫

S

f(E(t))

∫

Jt

|h2(ωt)|2 dx dt ≤ C2
4 |I t|

T∫

S

f(E(t))H−1


|J t|−1

∫

Jt

C−1
4 h2(ωt)ωt dx


 dt.

(3.7.71)

Considerando que, Ĥ é adequadamente uma função convexa. Daı́ aplicando a desigualdade

de Young (veja [28] e [29]),

ρiµi ≤ Ĥ⋆(ρi) + Ĥ(µi) (3.7.72)

onde, ρi, µi ∈ R, para i = 1, 2.

Agora, tomando

ρ1 = ρ1(t) = f(E(t)), µ1 = µ1(t) = H−1


|I t|−1

∫

It

C−1
2 h1(ψt)ψt dx




e

ρ2 = ρ2(t) = f(E(t)), µ2 = µ2(t) = H−1


|J t|−1

∫

Jt

C−1
4 h2(ωt)ωt dx




então, de (3.7.69) e (3.7.70), deduzimos que µ1(t), µ2(t) ∈ [0, r20], e consequentemente, temos:

Ĥ(µ1) = H(µ1) = |I t|−1

∫

It

C−1
2 h1(ψt)ψt dx, (3.7.73)

Ĥ(µ2) = H(µ2) = |J t|−1

∫

Jt

C−1
4 h2(ωt)ωt dx. (3.7.74)
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Agora, combinando a desigualdade (3.7.72) com as identidades (3.7.73) e (3.7.74) podemos

deduzir de (3.7.71) e (3.7.71), o seguinte resultado:

T∫

S

f(E(t))

∫

It

|h1(ψt)|2 dx dt +
T∫

S

f(E(t))

∫

Jt

|h2(ωt)|2 dx dt

≤ C2
2L

T∫

S

[Ĥ∗(f(E(t))) + |I t||I t|−1C−1
2

∫

It

h1(ψt)ψt dx] dt

+C2
4L

T∫

S

[Ĥ∗(f(E(t))) + |J t||J t|−1C−1
4

∫

Jt

h2(ωt)ωt dx] dt

= (C2
2 + C2

4)L

T∫

S

Ĥ∗(f(E(t))) dt+ C2

T∫

S

∫

It

h1(ψt)ψt dx

+C4

T∫

S

∫

Jt

h2(ωt)ωt dx. (3.7.75)

Escolhendo, C5 = max{C2, C4, C
2
2 + C2

4}, obtemos

T∫

S

f(E(t))

∫

It

|h1(ψt)|2 dx dt +
T∫

S

f(E(t))

∫

Jt

|h2(ωt)|2 dx dt

≤ C5L

T∫

S

Ĥ∗(f(E(t))) dt

+C5




T∫

S

∫

It

h1(ψt)ψt dx dt+

T∫

S

∫

Jt

h2(ωt)ωt dx dt


 . (3.7.76)

Mas de (3.4.7), temos

E ′(t) = −[

L∫

0

h1(ψt)ψtdx+

L∫

0

h2(ωt)ωtdx].
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Isto implica que:

E ′(t) = −[

∫

It

h1(ψt)ψtdx+

∫

Jt

h2(ωt)ωtdx]

T∫

S

−E ′(t)dt =

T∫

S

[

∫

It

h1(ψt)ψtdx+

∫

Jt

h2(ωt)ωtdx]dt.

Ou seja,

T∫

S

∫

It

h1(ψt)ψt dx dt+

T∫

S

∫

Jt

h2(ωt)ωt dx dt ≤ E(S), ∀ 0 ≤ S ≤ T. (3.7.77)

Das estimativas (3.7.76) e (3.7.77), obtemos

T∫

S

f(E(t))

∫

It

|h1(ψt)|2 dx dt +
T∫

S

f(E(t))

∫

Jt

|h2(ωt)|2 dx dt

≤ C5L

T∫

S

Ĥ∗(f(E(t))) dt+ C5E(S), ∀ 0 ≤ S ≤ T. (3.7.78)

Por outro lado, das desigualdades (3.7.55) e (3.7.57), obtemos:

T∫

S

f(E(t))

∫

(0,L)−It

|h1(ψt)|2 dx dt+
T∫

S

f(E(t))

∫

(0,L)−Jt

|h2(ωt)|2 dx dt

≤ C2

T∫

S

f(E(t))

∫

(0,L)−It

ψth1(ψt) dx dt+ C4

T∫

S

f(E(t))

∫

(0,L)−Jt

ωth2(ωt) dx dt

≤ C5

T∫

S

f(E(t))



∫

(0,L)−It

ψth1(ψt) dx+

∫

(0,L)−Jt

ωth2(ωt) dx


 dt

= C5

T∫

S

f(E(t))(−E ′(t)) dt. (3.7.79)
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Agora, pelo fato que, E e f , são funções não negativas, não crescente e não decrescente

respectivamente. Deduzimos que:

T∫

S

f(E(t))

∫

(0,L)−It

|h1(ψt)|2 dx dt+
T∫

S

f(E(t))

∫

(0,L)−Jt

|h2(ωt)|2 dx dt

≤ C5f(E(S))E(S), ∀ 0 ≤ S ≤ T. (3.7.80)

Agora, somando (3.7.80) e (3.7.78), obtemos:

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

(|h1(ψt)|2 + |h2(ωt)|2) dx dt

≤ C5L

T∫

S

Ĥ∗(f(E(t))) dt+ C5E(S) + C5f(E(S))E(S), ∀ 0 ≤ S ≤ T,(3.7.81)

o que conclui o lema. �

O próximo Lema nos fornecerá as estimativas para ψt e ωt.

Lema 3.8. Com as mesmas hipóteses do Lema 3.7, obtemos

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ψt|2 dx dt+
T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ωt|2 dx dt

≤ 2L

T∫

S

Ĥ∗(f(E(t)) dt+ C6E(S) + C6E(S)f(E(S)), ∀ 0 ≤ S ≤ T.

Prova. Vamos considerar,

r23 = H−1(C1C
−1
2 H(r20)), r

2
4 = H−1(C3C

−1
4 H(r20)), ε3 = min{r0, g(r3)} e ε4 = min{r0, g(r4)}.
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Da hipótese, sabemos que existe constantes positivas que denotaremos por Cj , j = 1, . . . , 4,

tais que:

C1|v| ≤ |h1(v)| ≤ C2|v|, ∀|v| ≥ ε3, (3.7.82)

C1g(|v|) ≤ |h1(v)| ≤ C2g
−1(|v|), ∀|v| ≤ ε3, (3.7.83)

C3|v| ≤ |h2(v)| ≤ C4|v|, ∀|v| ≥ ε4, (3.7.84)

C3g(|v|) ≤ |h2(v)| ≤ C4g
−1(|v|), ∀|v| ≤ ε4. (3.7.85)

Para t ≥ 0 fixo, definimos os seguintes conjuntos:

Kt := {x ∈ (0, L) : |ψt(t, x)| ≤ ε3}, M t := {x ∈ (0, L); |ωt(t, x)| ≤ ε4}

de onde segue que para todo t ≥ 0, temos

|Kt|−1

∫

Kt

|ψt|2dx ∈ [0, r20],

e

|M t|−1

∫

M t

|ωt|2dx ∈ [0, r20].

Desde que H é estritamente convexa em [0, r20], podemos usar a desigualdade de Jensen nos

termos acima, que nos dará:

H(|Kt|−1

∫

Kt

|ψt|2 dx) ≤ |Kt|−1

∫

Kt

H(|ψt|2) dx

= |Kt|−1

∫

Kt

√
|ψt|2h1(

√
|ψt|2) dx = |Kt|−1

∫

Kt

|ψt|h1(|ψt|) dx (3.7.86)

e analogamente,

H(|M t|−1

∫

M t

|ωt|2 dx) ≤ |M t|−1

∫

M t

|ωt|h2(|ωt|) dx. (3.7.87)
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Agora, usando as desigualdades, (3.7.83) e (3.7.85), respectivamente, obtemos:

g(|ψt|) ≤ C−1
1 h1(ψt), em Kt (3.7.88)

g(|ωt|) ≤ C−1
3 h2(ωt), em M t. (3.7.89)

Substituindo (3.7.88) e (3.7.89), em (3.7.86) e (3.7.87), respectivamente, obtemos:

H(|Kt|−1

∫

Kt

|ψt|2 dx) ≤ |Kt|−1C−1
1

∫

Kt

ψth1(ψt) dx, (3.7.90)

e

H(|M t|−1

∫

M t

|ωt|2 dx) ≤ |M t|−1C−1
3

∫

M t

ωth2(ωt) dx. (3.7.91)

Desde que H seja uma função não decrescente, obtemos:

T∫

S

f(E(t))

∫

Kt

|ψt|2dxdt ≤
T∫

S

f(E(t))|Kt|H−1(|Kt|−1C−1
1

∫

Kt

ψth1(ψt) dx) dt (3.7.92)

e

T∫

S

f(E(t))

∫

M t

|ωt|2dxdt ≤
T∫

S

f(E(t))|M t|H−1(|M t|−1C−1
3

∫

M t

ωth2(ωt) dx) dt. (3.7.93)

Usando a desigualdade de Young (3.7.72), e fazendo

ρ1 = ρ1(t) = f(E(t)), and µ1 = µ1(t) = H−1(|Kt|−1C−1
1

∫

Kt

ψth1(ψt) dx)

e

ρ2 = ρ2(t) = f(E(t)) and µ2 = µ2(t) = H−1(|M t|−1C−1
3

∫

M t

ωth2(ωt) dx)
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obtemos,

T∫

S

f(E(t))

∫

Kt

|ψt|2 dx dt ≤ L

S∫

T

Ĥ∗(f(E(t)) dt

+

T∫

S

f(E(t))|Kt|Ĥ⋆(H−1(|Kt|−1C−1
1

∫

Kt

ψth1(ψt) dx)) dt (3.7.94)

e

T∫

S

f(E(t))

∫

M t

|ωt|2 dx dt ≤ L

S∫

T

Ĥ∗(f(E(t)) dt

+

T∫

S

f(E(t))|M t|Ĥ⋆(H−1(|M t|−1C−1
3

∫

M t

ωth2(ωt) dx)) dt. (3.7.95)

Da segunda desigualdade de (3.7.83), temos:

|Kt|−1C−1
1

∫

Kt

h1(ψt)ψt dx ≤ |Kt|−1C−1
1 C2

∫

Kt

g−1(ψt)ψt dx

≤ |Kt|−1C−1
1 C2

∫

Kt

g−1(ε3)ε3 dx

= |Kt|−1C−1
1 C2|Kt|g−1(ε3)ε3 ≤ C−1

1 C2r3g(r3)

= C−1
1 C2

√
r23g(

√
r23) = C−1

1 C2H(r23)

= C−1
1 C2C1C

−1
2 H(r20) = H(r20). (3.7.96)

Analogamente, usando a segunda desigualdade de (3.7.85), chegamos à,

|M t|−1C−1
3

∫

M t

h2(ωt)ωt dx ≤ H(r20). (3.7.97)
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Das estimativas, (3.7.96) e (3.7.97), e usando do fato que H é uma função não decrescente,

podemos concluir que

H−1(|Kt|−1C−1
1

∫

Kt

h1(ψt)ψt dx) ∈ [0, r20],

H−1(|M t|−1C−1
3

∫

M t

h2(ωt)ωt dx) ∈ [0, r20].

A partir do que foi discutido acima, podemos concluir que

Ĥ⋆(H−1(|Kt|−1C−1
1

∫

Kt

h1(ψt)ψt dx)) = |Kt|−1C−1
1

∫

Kt

h1(ψt)ψt dx, (3.7.98)

Ĥ⋆(H−1(|M t|−1C−1
3

∫

M t

h2(ωt)ωt dx)) = |M t|−1C−1
3

∫

M t

h2(ωt)ωt dx. (3.7.99)

Substituindo as identidades (3.7.98) e (3.7.99) em (3.7.94) e (3.7.95), respectivamente, ob-

temos:

T∫

S

f(E(t))

∫

Kt

|ψt|2 dx dt ≤ L

S∫

T

Ĥ∗(f(E(t)) dt

+

T∫

S

|Kt|−1|Kt|C−1
1

∫

Kt

h1(ψt)ψt dx dt

= L

S∫

T

Ĥ∗(f(E(t)) dt+
1

C1

T∫

S

∫

Kt

h1(ψt)ψt dx dt, (3.7.100)

e

T∫

S

f(E(t))

∫

M t

|ωt|2 dx dt ≤ L

S∫

T

Ĥ∗(f(E(t)) dt

+

T∫

S

|M t|−1|M t|C−1
3

∫

M t

h2(ωt)ωt dx dt

= L

S∫

T

Ĥ∗(f(E(t)) dt+
1

C3

T∫

S

∫

M t

h1(ωt)ωt dx dt. (3.7.101)

CORDEIRO, S. M. S. PDM - UFPA



Capı́tulo 3. Existência de Soluções para um Sistema de Bresse 77

Somando, (3.7.100) e (3.7.101), obtemos:

T∫

S

f(E(t))

∫

Kt

|ψt|2 dx dt+
T∫

S

f(E(t))

∫

M t

|ωt|2 dx dt

≤ 2L

S∫

T

Ĥ∗(f(E(t)) dt+ C6

T∫

S

L∫

0

(h1(ψt)ψt + h2(ωt)ωt) dx dt, (3.7.102)

onde C6 = max{C1, C3,
1
C1
, 1
C3
}. Da condição de dissipação (3.4.7), temos

T∫

S

f(E(t))

∫

Kt

|ψt|2 dx dt+
T∫

S

f(E(t))

∫

M t

|ωt|2 dx dt

≤ 2L

S∫

T

Ĥ∗(f(E(t)) dt+ C6E(S), ∀ 0 ≤ S ≤ T. (3.7.103)

Por outro lado como no Lema anterior, temos,

T∫

S

f(E(t))

∫

(0,L)\Kt

|ψt|2dxdt ≤
1

C1
E(S)f(E(S)), ∀ 0 ≤ S ≤ T, (3.7.104)

e

T∫

S

f(E(t))

∫

(0,L)\M t

|ωt|2dxdt ≤
1

C3
E(S)f(E(S)), ∀ 0 ≤ S ≤ T. (3.7.105)

Agora, somando, (3.7.104) e (3.7.105), obtemos:

T∫

S

f(E(t))

∫

(0,L)\Kt

|ψt|2 dx dt+
T∫

S

f(E(t))

∫

(0,L)\M t

|ωt|2 dx dt

≤ 1

C1
E(S)f(E(S)) +

1

C3
E(S)f(E(S)), ∀ 0 ≤ S ≤ T. (3.7.106)
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Combinando, (3.7.106) com (3.7.103), podemos concluir que:

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ψt|2 dx dt+
T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ωt|2 dx dt

≤ 2L

T∫

S

Ĥ∗(f(E(t)) dt+ C6E(S) + C6E(S)f(E(S)), ∀ 0 ≤ S ≤ T.(3.7.107)

�

Observação 3.9. Se κ = κ0, então da definição I1, temos

I1 = −ρ1
κ0

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ϕxtωt dx dt−
ρ1

κ

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ϕtωxt dx dt

= −ρ1
κ0

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

d

dx
(ϕtωt) dx dt

= −ρ1
κ0

T∫

S

f(E(t)) [ϕtωt]
L
0 = 0

isto acontece devido as condições de contorno. Alem disso, se ρ1
κ

= ρ2
b

, do Teorema 3.5,

podemos concluir que

T∫

S

E(t)f(E(t)) dt ≤ δ1E(S)f(E(S))

+δ2

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|h1(ψt)|2 dx dt

+δ3

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|h2(ωt)|2 dx dt

+δ4

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ψt|2 dx dt+ δ5

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ωt|2 dx dt.

O resultado principal deste capı́tulo e dado no seguinte Teorema.
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Teorema 3.10. Suponhamos que hi, i = 1, 2., satisfazem as hipóteses Hj , j = 1, 2., e seja f

uma função arbitrária no conjunto Fβ
E(0),r2

0

definido em (3.3.9). Suponhamos também que

ρ1

κ
=
ρ2

b
, κ = κ0

e

T∫

S

E(t)f(E(t)) dt ≤ δ1E(S)f(E(S))

+δ2

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|h1(ψt)|2 dx dt+ δ3

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|h2(ωt)|2 dx dt

+δ4

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ψt|2 dx dt+ δ5

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ωt|2 dx dt, (3.7.108)

então existe uma constante positiva T0, com

T0 = 2
(
(δ1 + (δ2 + δ3)C5 + (δ4 + δ5)C6)H

′(r20) + (δ2 + δ3)C5 + (δ4 + δ5)C6

)

tal que

T∫

S

E(t)f(E(t)) dt ≤ T0E(S), ∀ 0 ≤ S ≤ T. (3.7.109)

Prova. Substituindo os resultados dos Lemas 3.7 e 3.8, em (3.7.108), obtemos

T∫

S

f(E(t))E(t) dt ≤ (δ1 + (δ2 + δ3)C5 + (δ4 + δ5)C6) f(E(S))E(S))

+ ((δ2 + δ3)C5L+ (δ4 + δ5)2L)

T∫

S

Ĥ∗(f(E(t))) dt

+ ((δ2 + δ3)C5 + (δ4 + δ5)C6)E(S), ∀ 0 ≤ S ≤ T. (3.7.110)
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para estimarmos f
(
E
(
S
))

, vamos considerar

η1 := (δ2 + δ3)C5L+ (δ4 + δ5)2L, η2 :=
1

2F (H ′(r20))
,

tomando,

β = max

{
(δ2 + δ3)C5L+ (δ4 + δ5)2L,

E(0)

2F (H ′(r20))

}
. (3.7.111)

da hipótese (H5), temos que para todo s ∈ [0, 2βr20], da escolha de β, e sabendo que E é uma

função monótona não decrescente, temos,

f(E(S)) ≤ f(E(0)) = F−1

[
E(0)

2β

]
= F−1


 E(0)

2E(0)

2F (H′(r20))


 = H ′(r20), ∀ 0 ≤ S.(3.7.112)

Substituindo (3.7.112) em (3.7.110), segue que:

T∫

S

f(E(t))E(t) dt ≤ β

T∫

S

Ĥ∗(f(E(t))) dt

+
(
(δ1 + (δ2 + δ3)C5 + (δ4 + δ5)C6)H

′(r20) + (δ2 + δ3)C5 + (δ4 + δ5)C6

)
E(S),

∀ 0 ≤ S ≤ T. (3.7.113)

Das hipóteses, (H5) e (H6), obtemos

βĤ∗(f(E(S))) = β[f(S)F (f(S))] = β

[
f(S)F

(
F−1

(
S

2β

))]

= βf(S)
S

2β
=
Sf(S)

2
, ∀ S ∈ [0, 2βr20]. (3.7.114)

Em Particular, para todo S ≥ 0, esta relação é válida para S = E(S), desde que E(S) ∈
[0, 2βr20], usando esta propriedade em (3.7.113), obtemos:

T∫

S

E(t)f(E(t))dt ≤
[
(δ1 + δ2

c5

2
+ δ3c6)H

′(r20) + (δ2c5 + δ3c6)
]
E(S) +

1

2

T∫

S

E(t)f(E(t))dt

(3.7.115)
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ou seja:

T∫

S

E(t)f(E(t))dt

≤ 2
(
(δ1 + (δ2 + δ3)C5 + (δ4 + δ5)C6)H

′(r20) + (δ2 + δ3)C5 + (δ4 + δ5)C6

)
E(S) ∀ 0 ≤ S ≤ T,

(3.7.116)

tomando,

T0 = 2
(
(δ1 + (δ2 + δ3)C5 + (δ4 + δ5)C6)H

′(r20) + (δ2 + δ3)C5 + (δ4 + δ5)C6

)
.(3.7.117)

Segue que:

T∫

S

f(E(t))E(t) dt ≤ T0E(S), ∀ 0 ≤ S ≤ T (3.7.118)

o que conclui a prova. �

0 próximo teorema caracteriza a taxa de decaimento associada ao sistema (3.2.1)− (3.2.5).

Tal resultado encontra-se na literatura no artigo [18].

Teorema 3.11. Suponhamos que E seja uma função não-crescente absolutamente contı́nua,

E : [0,∞) −→ [0,∞), satisfazendo, 0 < E < η e a desigualdade

T∫

S

f(E(t))F−1(E(t))dt ≤ T0E(S), ∀ 0 ≤ S ≤ T. (3.7.119)

Então, E Satisfaz a seguinte estimativa:

E(t) ≤ F

(
1

Ψ−1
r ( t

T0
)

)
, ∀ t ≥ T0

F−1(r)
, (3.7.120)

onde r e um número real tal que

1

T0

∞∫

0

E(τ)F−1(E(τ))dτ ≤ r < η.
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Assim, temos o limt→∞E(t) = 0 a taxa de decaimento a ser dado em (3.7.120).

Prova ver Apêndice

Teorema 3.12 (Comportamento Assintótico). Sejam g,H, Ĥ, F, f e hi, (i = 1, 2.), satisfazem

as hipóteses e definições (H1)− (H7), respectivamente. Além disso, sejam T0 > 0 um número

fixo, e E : [0,+∞) → [0,+∞) a energia associada ao problema (3.2.1) − (3.2.5), uma

função monótona não-negativa, decrescente e absolutamente contı́nua em [0,+∞), definida

por (3.4.6) . Além disso suponhamos que existe constante positiva β definida em (3.7.111), tal

que:

0 <
E(0)

2F (H ′(r20))
≤ β (3.7.121)

e
T∫

S

f(E(t))F−1

(
E(t)

2β

)
dt ≤ T0E(S), ∀ 0 ≤ S ≤ T. (3.7.122)

Onde (ϕ, ψ, ω, ϕt, ψt, ωt) é a solução do problema (3.2.1)− (3.2.3), com condições de fron-

teiras (3.2.5) associada as condições iniciais (ϕ0, ψ0, ω0, ϕ1, ψ1, ω1). Então E(t) satisfaz a

taxa de decaimento

E(t) ≤ 2βE(0)z
2(t)

z(t)g′(z(t))− g(z(t))

z(t)g′(z(t)) + g(z(t))
, ∀ t ≥ T0

H ′(r20)
, (3.7.123)

onde,

z(t) = φ−1(
t

T0
) (3.7.124)

e φ : (0, r0] → [ 1
H′(r20)

,+∞] é uma função estritamente crescente definida por:

φ(v) =
2v

vg′(v) + g(v)
+ 4σ(v), (3.7.125)

σ : (0, r0] → (0, r0] é uma função definida pela seguinte expressão integral:

σ(τ) =

τ0∫

τ

g(u)(u2g′′(u) + ug′(u)− g(u))

(ug′(u) + g(u))2(ug′(u)− g(u))
, (3.7.126)
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para todo (ϕ0, ψ0, ω0, ϕ1, ψ1, ω1) ∈ H1
0 (0, L)× L2(0, L)×H1

∗ (0, L)× L2
∗(0, L)×H1

∗ (0, L)×
L2
∗(0, L), e T0 não depende de (ϕ0, ψ0, ω0, ϕ1, ψ1, ω1).

Prova Ver Apêndice

Exemplo 3.1 (O Caso Polinomial). Seja g definida por g(x) = xp, onde p > 1 em (0r0], então:

E(t) ≤ βE(0)t
−2
p−1

para tsuficientemente grande.

Prova

De fato, em primeiro lugar, iremos resolver a expressão integral de σ(τ),

σ(τ) =

r0∫

τ

g(u) (u2g′′(u) + ug′(u)− g(u))

u (ug′(u) + g(u))2 (ug′(u)− g(u))
du, (3.7.127)

fazendo:

g(u) = g(x) = xp; (3.7.128)

⇒ g′(u) = g′(x) = pxp−1; (3.7.129)

⇒ g′′(u) = g′′(x) = p(p− 1)xp−1. (3.7.130)

Substituindo as identidades (3.7.128), (3.7.129) e (3.7.130), em (3.7.127), obtemos:

σ(τ) =

r0∫

τ

xp (x2p(p− 1)xp−2 + xpxp−1 − xp)

(xpxp−1 + xp)2 (xpxp−1 − xp)
dx

=

r0∫

τ

x2p (p+ 1) (p− 1)

x2pxp (p+ 1) (p+ 1) (p− 1)
dx

=

r0∫

τ

1

xp (p+ 1)
dx

⇒ =
1

p2 − 1

[
1

τ p−1
− 1

r
p−1
0

]
, (3.7.131)
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da expressão (3.7.125) que diz,

φ(v) =
2v

vg′(v) + g(v)
+ 4σ(v), (3.7.132)

daı́ tem-se:

φ(x) =
2x

xpxp−1 + xp
+

4

(p2 − 1) τ p−1
− 4

(p2 − 1) rp−1
0

=
2 (p− 1)xp + 4xp

xp (p2 − 1)xp−1
− 4

(p2 − 1) rp−1
0

=
2

(p− 1)xp−1
− 4

(p2 − 1) rp−1
0

(3.7.133)

fazendo,

C =
4

(p2 − 1) rp−1
0

logo, (3.7.133) fica da seguinte forma:

φ(x) =
2

(p− 1)xp−1
− C. (3.7.134)

Mas, como:

z(t) = φ−1

(
t

T0

)
,

dai,de (3.7.134) obtemos:

t

T0
=

2

(p− 1) zp−1(t)
− C

zp−1(t) =
2

p− 1

(
CT0 + t

T0

)

dai segue que:

z(t) =

(
2

p+ 1

) 1
p−1
(
CT0 + t

T0

)− 1
p+1

(3.7.135)
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z2(t) =

(
2

p+ 1

) 2
p−1
(
CT0 + t

T0

)− 2
p+1

. (3.7.136)

Mas, de (3.7.128) e (3.7.129), obtemos respectivamente,

g (z(t)) =

(
2

p+ 1

) p

p−1
(
CT0 + t

T0

)− p

p+1

, (3.7.137)

g (z(t)) = p

[(
2

p + 1

) p−1
p−1
(
CT0 + t

T0

)− p−1
p+1

]
, (3.7.138)

e mais,

z(t)g′ (z(t)) + g (z(t)) =

[(
2

p+ 1

)(
CT0 + t

T0

)]− p

p−1

(p+ 1) , (3.7.139)

z(t)g′ (z(t))− g (z(t)) =

[(
2

p+ 1

)(
CT0 + t

T0

)]− p

p−1

(p− 1) (3.7.140)

logo, temos a seguinte expressão:

z(t)g′ (z(t))− g (z(t))

z(t)g′ (z(t)) + g (z(t))
=

[(
2

p+1

)(
CT0+t

T0

)]− p

p−1
(p− 1)

[(
2

p+1

)(
CT0+t

T0

)]− p
p−1

(p+ 1)

=
p− 1

p+ 1
, (3.7.141)

agora,

z2(t)
z(t)g′ (z(t))− g (z(t))

z(t)g′ (z(t)) + g (z(t))
=

(
2

p+ 1

) 2
p−1
(
CT0 + t

T0

)− 2
p−1 p− 1

p+ 1
. (3.7.142)

Da, estimativa, (A.0.40), obtemos:

E(t) ≤ 2β

(
2

p+ 1

) 2
p−1
(
CT0 + t

T0

)− 2
p−1 p− 1

p+ 1
. (3.7.143)
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Agora, note que para p muito grande:

p− 1

p+ 1
=

1− 1
p

1 + 1
p

= 1

1
(

CT0+t
T0

) 2
p−1

≤ 1

t
2

p−1

(
2

p+ 1

) 2
p−1

= p−1

√
4

(p+ 1)2
< 1

daı́, obtemos:

E(t) ≤ β
1

t
2

p−1

= βE(0)t
− 2

p−1 . (3.7.144)

Exemplo 3.2 (O Caso exponencial). Seja g definida por g(x) = e−
1
x , onde p > 1 em (0r0],

então:

E(t) ≤ βE(0)(Ln(t))
−2

para tsuficientemente grande.

Prova

Vamos determinar σ(t), temos que:

g(u) = e−
1
u
frac (3.7.145)

g′(u) =
e−

1
u

u2
(3.7.146)

g′′(u) =
e−

1
u

u4
. (3.7.147)
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Substituindo, (3.7.145), (3.7.146) e (3.7.147) em (3.7.127), obtemos:

σ(t) =

r0∫

τ

e−
2
u

u2 (1− u− u2)

e−
1
u

u
e−

2
u

u2 (1 + u)2 (1− u)
du

=

r0∫

τ

I(u)du. (3.7.148)

Onde,

I(u) =
ue

1
u (1− u− u2)

(1 + u)2 (1− u)
. (3.7.149)

A função I , é estritamente crescente em (0, r0]. Definimos a seguinte função:

k(u) = −u3e 1
u .

É fácil ver que I(u) é equivalente a k′(u), uma vez que:

k′(u) = −3u2e
1
u − u3e

1
u

u2

= −3u2e
1
u − ue

1
u

⇒ k′(u) = ue
1
u (−1 − 3u) . (3.7.150)

Portanto existem constantes positivas C1 e C2 positivas tais que:

C1k
′(u) ≤ I(u) ≤ C2k

′(u), ∀ u ∈ (0, r0].

Temos que ∀i = 1, 2.

σi(t) = Ciτ
3e

1
τ + di,

onde di = Cik(r0), para i = 1, 2. da desigualdade acima deduzimos:

σ1(τ) ≤ σ(τ) ≤ σ2(τ), ∀ u ∈ (0, r0].
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Definimos:

φi(v) =
2v

vg′(v) + g(v)
+ 4σi(v) (3.7.151)

2v
vg′(v)+g(v)

+ 4σ1(τ) ≤ 2v
vg′(v)+g(v)

+ 4σ(τ) ≤ 2v
vg′(v)+g(v)

+ 4σ2(τ), ∀ u ∈ (0, r0].

⇓
φ1(v) ≤ φ(v) ≤ φ2(v)

⇓
φ(v) ≤ φ2(v) ≤ Ψ2(v),

onde definimos:

Ψ2(v) = C2v
2e

1
v , (3.7.152)

onde C2 é uma constante positiva. Assim desde que Ψ2 decaia para zero, podemos deduzir que

z(t) = φ−1
(

t
T0

)
, daı́ tem-se:

φ−1

(
t

T0

)
= z(t)

t

T0
= φ (z(t)) ≤ Ψ2 (z(t)) = C2z

2(t)e
1

z(t)

t

T0
≤ C2z

2(t)e
1

z(t) , tome z(t) = x

t

T0
≤ C2x

2(t)e
1
x

t

C2T0
≤ x2(t)e

1
x

e−
1
x

x2
≤ C2T0

t
, tome θ(x) =

e−
1
x

x2

θ(x) ≤ C2T0

t

x ≤ θ−1

(
C2T0

t

)

⇒ z(t) ≤ θ−1

(
C2T0

t

)
.
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Onde, θ(x) é uma função definida nas proximidades de zero. Assim a energia satisfaz a

estimativa (A.0.40).

Agora, note que:

z(t) ≤ θ−1

(
C2T0

t

)
;

z2(t) ≤
[
θ−1

(
C2T0

t

)]2
;

de

g(x) = e−
1
x ;

e

g′(x) = −e
− 1

x

x2

obtemos:

g (z(t)) ≤ e
− 1

θ−1(C2T0
t ) ;

e

g′ (z(t)) ≤ − e
− 1

θ−1(C2T0
t )

[
θ−1

(
C2T0

t

)]2

z(t)g′ (z(t))− g (z(t)) ≤ −e
− 1

θ−1(C2T0
t )

[
1

θ−1
(
C2T0

t

) − 1

]
(3.7.153)

z(t)g′ (z(t)) + g (z(t)) ≤ −e
− 1

θ−1(C2T0
t )

[
1

θ−1
(
C2T0

t

) + 1

]
(3.7.154)
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agora, tomando D = C2T0, , e de (A.0.40), obtemos:

E(t) ≤ βE(0)

(
θ−1

(
D

t

))2

, para t grande,

onde βE(0) é dada em (3.7.111). Agora, usando os mesmos argumentos que de Fatiha Alabau-

Boussouira [18], podemos concluir que

E(t) ≤ βE(0)(ln(t))
−2.

O que conclui a prova.
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CAPÍTULO 4

Observabilidade Interna Indireta

Neste capı́tulo estudaremos a observabilidade interna e indireta do seguinte modelo de Bresse

homogêneo:

ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ + lω)x − κ0l(ωx − lϕ) = 0, (4.0.1)

ρ2ψtt − bψxx + κ(ϕx + ψ + lω) = 0, (4.0.2)

ρ1ωtt − κ0(ωx − lϕ)x + κl(ϕx + ψ + lω) = 0, (4.0.3)

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψx(0, t) = ψx(L, t) = ωx(0, t) = ωx(L, t) = 0 ∀t ≥ 0, (4.0.4)

ϕ(·, 0) = ϕ0(·), ϕt(·, 0) = ϕ1(·);ψ(·, 0) = ψ0(·), ψt(·, 0) = ψ1(·);
ω(·, 0) = ω0(·), ωt(·, 0) = ω1(·); ∀x ∈ (0, L), (4.0.5)

4.1 Desigualdade Inversa

O resultado principal deste capı́tulo é dado pelo seguinte teorema.
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Teorema 4.1. Existe um T0 > 0, tal que, para todo T > T0 e U0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1, ω0, ω1) ∈
(L2(0, L)×H−1(0, l)) ×

(
L2(0, L)× [H1

∗(0, L)]
′)2
, com ρ1

κ
= ρ2

b
e κ = κ0, existe uma cons-

tante positiva K, tal que a solução (ϕ, ψ, ω) de (4.0.1) − (4.0.5) verifica a seguinte desigual-

dade:

T∫

0

L∫

0

|ψ|2 + |ω|2 dx dt ≥

K
(
|ϕ0|2L2(0,L) + ‖ϕ1‖2H−1(0,L) + |ψ0|2L2(0,L) + ‖ψ1‖2[H1

∗
(0,L)]′ + |ω0|2L2(0,L) + ‖ω1‖2[H1

∗
(0,L)]′

)

(4.1.1)

onde, K depende de T, L, ρ1, ρ2, κ, κ0, e b.

Para a demonstração deste teorema precisaremos de dois resultados preliminares:

Lema 4.2. Existe um T0, tal que, para todo T > T0 e para todo U0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1, ω0, ω1) ∈
(L2(0, L)×H−1(0, l)) ×

(
L2(0, L)× [H1

∗ (0, L)]
′)2

com ρ1
κ

= ρ2
b

e κ = κ0, existem constan-

tes positivas C1 e C2 tal que a solução (ϕ, ψ, ω) de (4.0.1) − (4.0.5) que verifica a seguinte

desigualdade

C1E(0) ≤
T∫

0

L∫

0

|ψt|2 + |ωt|2 dx dt ≤ C2E(0) (4.1.2)

onde, K depende de T, L, ρ1, ρ2, κ, κ0, e b.

Prova. Multiplicando as equações (4.0.1)−(4.0.3), por −κ−1ψx, b−1(ϕx+ψ+ lω) e κ−1
0 (ωx−

lϕ), respectivamente, somando-as e em seguida integrando no retângulo [0, T ] × [0, L], onde
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T > 0, obtemos:

ρ1

κ

T∫

0

L∫

0

ϕttψxdxdt−
κ0l

κ

T∫

0

L∫

0

(ωx − lϕ)ψxdxdt

+
ρ2

b

T∫

0

L∫

0

ψtt(ϕx + ψ + lω)dxdt+
κ

b

T∫

0

L∫

0

(ϕx + ψ + lω)2dxdt

+
ρ1

κ0

T∫

0

L∫

0

ωtt(ωx − lϕ)dxdt−1

2

T∫

0

L∫

0

d

dx
|ωx − lϕ|2 dxdt

+
κl

κ0

T∫

0

L∫

0

(ϕx + ψ + lω)(ωx − lϕ)dxdt = 0. (4.1.3)

Agora, somando e subtraindo:

ρ1

κ

T∫

0

L∫

0

ψtt(ϕx + ψ + lω)dxdt e
ρ1

κ

T∫

0

L∫

0

ωtt(ωx − lϕ)dxdt,

em (4.1.3) e fazendo os ajustes necessários, obtemos:

κ

b

T∫

0

L∫

0

(ϕx + ψ + lω)2 dx dt = (
ρ1

κ
− ρ2

b
)

T∫

0

L∫

0

ψtt(ϕx + ψ + lω) dx dt

+(
ρ1

κ
− ρ1

κ0
)

T∫

0

L∫

0

ωtt(ωx − lϕ) dx dt− ρ1

κ




L∫

0

ψt(ϕx + ψ + lω)dx



T

0

+
ρ1

κ

T∫

0

L∫

0

|ψt|2 dx dt−
ρ1

κ




L∫

0

ωt(ωx − lϕ)dx



T

0

−ρ1
κ

T∫

0

L∫

0

lωtϕt dx dt−
ρ1

κ




L∫

0

ϕtψxdx



T

0

+
lρ1

κ

T∫

0

L∫

0

ψtωtdxdt+
κ0l

κ

T∫

0

L∫

0

(ωx − lϕ)ψx dx dt

−κl

κ0

T∫

0

L∫

0

(ϕx + ψ + lω)(ωx − lϕ) dx dt. (4.1.4)
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Agora, para estimarmos os termos do lado direito de (4.1.4), usaremos a desigualdade de

Young, daı́ temos:

∣∣∣∣∣∣
(
ρ1

κ
− ρ2

b
)

T∫

0

L∫

0

ψtt(ϕx + ψ + lω)dxdt

∣∣∣∣∣∣

≤ b

κ

∣∣∣ρ1
κ

− ρ2

b

∣∣∣
2

T∫

0

L∫

0

|ψtt|2 dxdt +
κ

4b

T∫

0

L∫

0

|ϕx + ψ + lω|2 dxdt,

(4.1.5)

∣∣∣∣∣∣
(
ρ1

κ0
− ρ1

κ
)

T∫

0

L∫

0

ωtt(ωx − lϕ)dxdt

∣∣∣∣∣∣

≤ 6

κκ0l

∣∣∣∣
ρ1

κ
− ρ1

κ0

∣∣∣∣
2

T∫

0

L∫

0

|ωtt|2 dxdt+
κ0l

6κ

T∫

0

L∫

0

|ωx − lϕ|2 dxdt,

(4.1.6)

∣∣∣∣∣∣
lρ1

κ

T∫

0

L∫

0

ψtωtdxdt

∣∣∣∣∣∣

≤ lρ1

2κ

T∫

0

L∫

0

|ψt|2 dxdt+
lρ1

2κ

T∫

0

L∫

0

|ωt|2 dxdt,

(4.1.7)

∣∣∣∣∣∣
lρ1

κ0

T∫

0

L∫

0

ωtϕtdxdt

∣∣∣∣∣∣

≤ 4l2ρ1
κ20κ

T∫

0

L∫

0

|ωt|2 dxdt+
ρ1

4κ

T∫

0

L∫

0

|ϕt|2 dxdt,

(4.1.8)
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∣∣∣∣∣∣
κl

κ0

T∫

0

L∫

0

(ωx − lϕ)ψxdxdt

∣∣∣∣∣∣

≤ κ0l

6κ

T∫

0

L∫

0

|ωx − lϕ|2 dxdt+ 4κ3l

κ30

T∫

0

L∫

0

|ψx|2 dxdt.

(4.1.9)

∣∣∣∣∣∣
−κl
κ0

T∫

0

L∫

0

(ϕx + ψ + lω)(ωx − lϕ) dx dt

∣∣∣∣∣∣

≤ κ

2b

T∫

0

L∫

0

|ϕx + ψ + lω|2 dxdt+ κl

2κ0

T∫

0

L∫

0

|ωx − lϕ|2 dxdt.

(4.1.10)

Os demais termos de (4.1.4), serão estimados a partir do seguinte argumento: como E(t)

é conservada ao longo do tempo, e desde que f seja uma função monótona não-decrescente,

temos:

∀ S < T ⇒ E(S) = E(T ) ∀ 0 ≤ S ≤ T

∀ E(T ) = E(0) ⇒ f(E(T )) = f(E(0)).

dai obtemos,

.

∣∣∣∣∣∣∣
1

κ
ρ1


f(E(t))

L∫

0

ψt(ϕx + ψ + ω)



T

0

∣∣∣∣∣∣∣

≤ ρ1

κ
f(E(T ))

L∫

0

|[ψt(ϕx + ψ + ω)] (T )|+ ρ1

κ
f(E(0))

L∫

0

|[ψt(ϕx + ψ + ω)] (0)|

≤ C [f(E(T ))E(T ) + f(E(0))E(0)] ≤ C1 [f(E(0))E(0) + f(E(0))E(0)]

≤ Cf(E(0))E(0) ≤ CE(0). (4.1.11)
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De modo inteiramente análogo, temos:

.

∣∣∣∣∣∣∣
1

κ0
ρ1


f(E(t))

L∫

0

ωt(ωx − lϕ)



T

0

∣∣∣∣∣∣∣
≤ CE(0). (4.1.12)

.

∣∣∣∣∣∣∣
ρ1

κ


f(E(t))

L∫

0

ϕtψx




T

0

∣∣∣∣∣∣∣
≤ CE(0), (4.1.13)

Onde, C, é uma constante positiva arbitrária que dependem de L, ρ1, ρ2, κ, κ0 e b. Substi-

tuindo (4.1.5) à (4.1.13) em (4.1.4), obtemos:

3κ

4b

T∫

0

L∫

0

|ϕx + ψ + lω|2dxdt ≤

CE(0) + C
∣∣∣ρ1
κ

− ρ2

b

∣∣∣
2

T∫

0

L∫

0

|ψtt|2 dxdt+ C

∣∣∣∣
ρ1

κ
− ρ1

κ0

∣∣∣∣
2

T∫

0

L∫

0

|ωtt|2 dxdt

+C

T∫

0

L∫

0

|ψt|2 dx dt+ C

T∫

0

L∫

0

|ωt|2 dx dt

+C

T∫

0

L∫

0

|ψx|2 dx dt+
κ0l

4κ

T∫

0

L∫

0

|ωx − lϕ|2 dx dt

+
ρ1

4κ

T∫

0

L∫

0

|ϕt|2 dx dt. (4.1.14)

Segundo Passo

Seja y a unica solução de:

−yxx = (ψ + lω)x em (0, L)

y = 0 em x = 0, x = L (4.1.15)
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de onde obtemos que:

L∫

0

y2xdx ≤ C

L∫

0

(ψ + lω)2dx, (4.1.16)

L∫

0

(ψ + lω)2dx ≤ CE(t). (4.1.17)

e

L∫

0

|ϕ− y|2 ≤ CE(t). (4.1.18)

Multiplicando a primeira equação de (4.0.1), por κ−1(ϕ − y) e integrando sobre [0, T ] ×
[0, L],obtemos:

ρ1

κ

T∫

0

L∫

0

ϕ2
tdxdt+

T∫

0

L∫

0

(ϕx + ψ + lω)2dxdt+

T∫

0

L∫

0

(
(ψ + lω)2 − y2x

)
dxdt =

−ρ1
κ




L∫

0

ϕt(ϕ− y)dx



T

0

− ρ1

κ

T∫

0

L∫

0

ϕtytdxdt+
κ0l

κ

T∫

0

L∫

0

(ωx − lϕ)(ϕ− y)dxdt.

(4.1.19)

Para estimar o lado direito de (4.1.19) precisamos estimar a norma de (ϕ− y) em L2(0, L).

Para isto, procederemos da seguinte forma: Uma vez que (ϕ − y) = 0 em x = 0 e x = L da

desigualdade de Poincaré temos:

L∫

0

|ϕ− y|2 dx ≤ C

L∫

0

|(ϕ− y)x|2 dx (4.1.20)

porém, notando que

(ϕ− y)x = (ϕx + ψ + lω)− 1

L

L∫

0

(ϕx + ψ + lω)2dx

CORDEIRO, S. M. S. PDM - UFPA



4.1. Desigualdade Inversa 98

temos

L∫

0

|(ϕ− y)x|2 ≤ C

L∫

0

|ϕx + ψ + lω|2 dx ≤ CE(t). (4.1.21)

Estimando os termos do lado direito em (4.1.19), obtemos:

·

∣∣∣∣∣∣∣
ρ1

κ




L∫

0

ϕt(ϕ− y)dx



T

0

∣∣∣∣∣∣∣
≤ CE(0), (4.1.22)

·

∣∣∣∣∣∣
ρ1

κ

T∫

0

f(E(t))

L∫

0

ϕtytdxdt

∣∣∣∣∣∣
≤ ρ1

2κ

T∫

0

f(E(t))

L∫

0

|ϕt|2 dxdt + CE(0)

(4.1.23)

e

·

∣∣∣∣∣∣
κ0l

κ

T∫

0

f(E(t))

L∫

0

(ωx − lϕ)(ϕ− y)dxdt

∣∣∣∣∣∣
≤ κ0l

16κ

T∫

0

f(E(t))

L∫

0

|ωx − lϕ|2 dxdt+ CE(0).

(4.1.24)

Substituindo (4.1.22) à (4.1.24) em (4.1.19), obtemos.

ρ1

2κ

T∫

0

L∫

0

|ϕt|2 dxdt+
T∫

0

L∫

0

|ϕx + ψ + lω|2dxdt ≤ CE(0) +
κ0l

16κ

T∫

0

L∫

0

|ωx − lϕ|2 dxdt.

(4.1.25)

Terceiro Passo
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Multiplicando (4.0.2) por b−1ψ e integrando sobre [0, T ]× [0, L], obtemos:

T∫

0

L∫

0

|ψx|2dxdt = −ρ2
b




L∫

0

ψtψdx




T

0

+
ρ2

b

T∫

0

L∫

0

ψ2
t dxdt+

κ

b

T∫

0

L∫

0

(ϕx + ψ + lω)ψdxdt. (4.1.26)

Agora, multiplicando a equação (4.0.3) por ψ e integrando em [0, T ]× [0, L], encontramos

−κ
b

T∫

0

L∫

0

(ϕx + ψ + lω)ψ dx dt =
1

bl

T∫

0

L∫

0

(ρ1ωtt − κ0(ωx − lϕ)x)ψ dx dt

= −




L∫

0

ωtψ dx




T

0

−
T∫

0

L∫

0

ωtψt dx dt

+
κ0

bl

T∫

0

L∫

0

(ωx − lϕ)ψx dx dt. (4.1.27)

Substituindo, (4.1.27), em (4.1.26),obtemos:

T∫

0

L∫

0

|ψx|2dxdt = −ρ2
b




L∫

0

ψtψdx




T

0

+
ρ2

b

T∫

0

L∫

0

ψ2
t dxdt−




L∫

0

ωtψ dx




T

0

−
T∫

0

L∫

0

ωtψt dx dt+
κ0

bl

T∫

0

L∫

0

(ωx − lϕ)ψx dx dt.

(4.1.28)
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de onde segue que

1

2

T∫

0

L∫

0

|ψx|2 dx; dt ≤ CE(0) + C

T∫

0

L∫

0

|ψt|2 dx dt+ C

T∫

0

L∫

0

|ωt|2 dx dt

+
κ0

2bl

T∫

0

L∫

0

|ωx − lϕ|2 dx dt. (4.1.29)

Quarto Passo

Multiplicando a equação (4.0.3), por κ−1(ωx − lϕ) e integrando sobre [0, T ]× [0, L], temos

ρ1

κ

T∫

0

L∫

0

ϕtt(ωx − lϕ)dxdt+

T∫

0

L∫

0

(ϕx + ψ + lω) (ωx − lϕ)x dxdt

−κ0l
κ

T∫

0

L∫

0

|ωx − lϕ|2dxdt = 0.

desde que

(ωx − lϕ)x =
ρ1

κ0
ωtt +

κl

κ0
(ϕx + ψ + lω),

obtemos,

ρ1

κ

T∫

0

L∫

0

ϕtt(ωx − lϕ)dxdt +
ρ1

κ0

T∫

0

L∫

0

(ϕx + ψ + lω)ωttdxdt

+
κl

κ0

T∫

0

L∫

0

|ϕx + ψ + lω|2dxdt− κ0l

κ

T∫

0

L∫

0

|ωx − lϕ|2dx dt = 0 (4.1.30)

note que

ρ1

κ

T∫

0

L∫

0

ϕtt(ωt − lϕ) dx dt =


ρ1
κ

L∫

0

ϕt(x, t)(ωx(x, t) − lϕ(x, t))



T

0

− ρ1

κ

T∫

0

L∫

0

ϕtωxt dx dt+
ρ1l

κ

T∫

0

L∫

0

|ϕt|2 dx dt, (4.1.31)
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ρ1

κ0

T∫

0

L∫

0

ϕxωtt dx dt =


ρ1
κ0

L∫

0

ϕx(x, t)ωt(x, t) dx




T

0

− ρ1

κ0

T∫

0

L∫

0

ϕxtωt dx dt, (4.1.32)

ρ1

κ0

T∫

0

L∫

0

ψωtt dx dt =


ρ1
κ0

L∫

0

ψ(x, t)ωt(x, t) dx




T

0

− ρ1

κ0

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

ψtωt dx dt (4.1.33)

e

ρ1l

κ0

T∫

0

L∫

0

ωωtt dx dt =


ρ1l
κ0
f(E(t))

L∫

0

ω(x, t)ωt(x, t) dx



T

0

− ρ1l

κ0

T∫

0

L∫

0

|ωt|2 dx dt. (4.1.34)
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Substituindo, (4.1.31)− (4.1.34) em (4.1.30), obtemos:

κ0l

κ

T∫

0

L∫

0

|ωx − lϕ|2dx dt =


ρ1
κ

L∫

0

ϕt(x, t)(ωx(x, t)− lϕ(x, t))



T

0

− ρ1

κ

T∫

0

L∫

0

ϕtωxt dx dt+
ρ1l

κ

T∫

0

L∫

0

|ϕt|2 dx dt

+


ρ1
κ0

L∫

0

ϕx(x, t)ωt(x, t) dx




T

0

− ρ1

κ0

T∫

0

L∫

0

ϕxtωt dx dt

+


ρ1
κ0

L∫

0

ψ(x, t)ωt(x, t) dx



T

0

− ρ1

κ0

T∫

0

L∫

0

ψtωt dx dt

+


ρ1l
κ0

L∫

0

ω(x, t)ωt(x, t) dx




T

0

+
κl

κ0

T∫

0

L∫

0

|ϕx + ψ + lω|2dxdt

− ρ1l

κ0

T∫

0

L∫

0

|ωt|2 dx dt. (4.1.35)

Usando a desigualdade de Young, obtemos

κ0l

κ

T∫

0

L∫

0

|ωx − lϕ|2 dx dt ≤ CE(0)

+C

T∫

0

L∫

0

|ωt|2 dx dt+ C

T∫

S

f(E(t))

L∫

0

|ψt|2 dx dt

+

(
κl

κ0
+
κ

8b

) T∫

0

L∫

0

|ϕx + ψ + lω|2 dx dt

−ρ1
κ0

T∫

0

L∫

0

ϕxtωt dx dt−
ρ1

κ

T∫

0

L∫

0

ϕtωxt dx dt

︸ ︷︷ ︸
:=I3

. (4.1.36)
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Somando convenientemente as desigualdades (4.1.14), (4.1.25), (4.1.29) , (4.1.35) e no-

tando que o sistema é conservativo obtemos:

TE(0) ≤ CE(0) + C
∣∣∣ρ1
κ

− ρ2

b

∣∣∣
2

T∫

0

L∫

0

|ψtt|2 dxdt+ C

∣∣∣∣
ρ1

κ
− ρ1

κ0

∣∣∣∣
2

T∫

0

L∫

0

|ωtt|2 dxdt

+ C

T∫

0

L∫

0

|ψt|2 dxdt+ C

T∫

0

L∫

0

|ωt|2 dxdt

− ρ1

κ0

T∫

0

L∫

0

ϕxtωt dx dt−
ρ1

κ

T∫

0

L∫

0

ϕtωxt dx dt

︸ ︷︷ ︸
:=I3

.

Consequentemente, temos

(T − C)E(0) ≤ +C
∣∣∣ρ1
κ

− ρ2

b

∣∣∣
2

T∫

0

L∫

0

|ψtt|2 dxdt+ C

∣∣∣∣
ρ1

κ
− ρ1

κ0

∣∣∣∣
2

T∫

0

L∫

0

|ωtt|2 dxdt

+ C

T∫

0

L∫

0

|ψt|2 dxdt+ C

T∫

0

L∫

0

|ωt|2 dxdt

− ρ1

κ0

T∫

0

L∫

0

ϕxtωt dx dt−
ρ1

κ

T∫

0

L∫

0

ϕtωxt dx dt

︸ ︷︷ ︸
:=I3

.

De ρ1
κ
= ρ2

b
, κ = κ0 e usando (3.9) em I3, temos

(T − C)E(0) ≤ +C

T∫

0

L∫

0

|ψt|2 dxdt+ C

T∫

0

L∫

0

|ωt|2 dxdt

(4.1.37)

de onde segue que:

(T − C)E(0) ≤ C

T∫

0

L∫

0

[
|ψt|2 + |ωt|2

]
dxdt.

CORDEIRO, S. M. S. PDM - UFPA



4.1. Desigualdade Inversa 104

Escolhendo T0 = C, segue a conclusão do Lema. �

Lema 4.3. Para (ϕ1, ψ1, ω1) ∈ H−1(0, L)×
(
[H1

∗ (0, L)]
′)2

, o sistema

−κ (uxx + vx + lzx)− κ0l (zx − lv) = −ρ1ϕ1, (4.1.38)

−bvxx + (ux + v + lz) = −ρ2ψ1, (4.1.39)

−κ0 (zxx − lvx) + κl (ux + v + lz) = −ρ1ω1, (4.1.40)

u(0) = u(L) = vx(0) = vx(L) = zx(0) = zx(L) = 0. (4.1.41)

admite uma única solução (u, v, z) em F := H1
0 (0, l)× [H1

∗ (0, L)]
2
;

Prova. Multiplicando as equações (4.1.38) por u(4.1.38) por u, e (4.1.40) por z, e integrando

de [0, L], obtemos a seguinte equivalência:

L∫

0

(
κ (ux + v + lz) (ux + v + lz) + bvxvx + κ0 (zx − lv) (zx + lu)

)
dx

= 〈−ρ1ϕ1, u〉H−1(0,L),H1
0 (0,L)

+ 〈−ρ2ψ1, v〉[H1
∗
(0,L)]′,H1

∗
(0,L) + 〈−ρ1ω1, z〉[H1

∗
(0,L)]′,H1

∗
(0,L).

(4.1.42)

De onde definimos o seguinte produto interno, em F por:

〈(u1, v2, z1) , (u2, v2, z2)〉F :=

L∫

0

(
κ (u1x + v1 + lz1) (u2x + v2 + lz2)

+ bv1v2 + κ0 (z1x − lv1) (z2x − lv2)
)
dx,

(4.1.43)

onde, (u1, v2, z1) , (u2, v2, z2) ∈ F . Além disso, da desigualdade de Poincaré, podemos verificar

que a norma ‖ · ‖F é equivalente a norma usual em F .
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Definimos agora,

a
(
(u, v, z) , (u, v, z)

)
:= κ

L∫

0

(ux + v + lz) (ux + v + lz) dx+ b

L∫

0

vxvx dx

+ κ0

L∫

0

(zx − lv) (zx + lu) dx

onde, a é uma forma bilinear contı́nua e coerciva em F para a norma ‖ · ‖F , com a seguinte

desigualdade:

(√
a
√
a+

√
c
√
c+

√
d
√
d
)
≤

√
a+ c+ d

√
a+ c+ d; ∀ a, a, c, c, d, d ∈ F .

Por consequência do Lema de Lax-Milgram, existe uma única solução (u, v.z) ∈ F de

(4.1.42), para (u, v, z) ∈ F . Assim, podemos escolher u = v = z = 0, obtemos a igualdade no

sentido distribucional, o que completa a prova. �

Agora, que estamos de posse desses dois resultados, vamos demostrar o teorema (4.1).

Prova. Sendo U0 ∈ (L2(0, L)×H−1(0, l)) ×
(
L2(0, L)× [H1

∗ (0, L)]
′)2

e (u, v, z) solução

do sistema (4.1.38) − (4.1.41), iremos adaptar o método multiplicativo usado introduzido por

J. Lions em [12]. Se (ϕ, ψ, ω) é solução do sistema (4.0.1) − (4.0.5), com dados iniciais

(ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1, ω0, ω1), então os funcionais

(
η(x, t) =

t∫

0

ϕ(x, s)ds+ u(x); θ(x, t) =

t∫

0

ψ(x, s)ds+ v(x); ξ(x, t) =

t∫

0

ω(x, s)ds+ z(x)
)
,

(4.1.44)

é uma solução de (4.0.1) − (4.0.5) com dados iniciais (u, ϕ0, v, ψ0, z, ω0). Assim pelo Lema

(4.2), temos

(T − C)

T∫

0

L∫

0

|θt|2 + |ξt|2dxdt ≥ C1

(
|ϕ0|2L2 + ‖u‖2H−1 + |ψ0|2L2 + ‖v‖2[H1

∗
]′ + |ω0|2L2 + ‖z‖2[H1

∗
]′

)
.

(4.1.45)
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Por outro lado, sabemos que −∆ = − ∂2

∂x2 é um isomorfismo de H1
0 (0, L) em H−1(0, L)

e uma aplicação linear e contı́nua de H1
∗ (0, L) em [H1

∗ (0, L)]
′ isto quer dizer, que existe uma

constante positivaM e N tais que

‖(−∆)v‖[H1
∗
(0,L)]′ ≤M‖v‖H1

∗
(0,L)

e

‖(−∆)z‖[H1
∗
(0,L)]′ ≤ N‖z‖H1

∗
(0,L)

.

Então temos, ‖u‖H1
0 (0,l)

≥ c‖ − uxx‖H−1(0,L), ‖v‖H1
∗
(0,l) ≥ c‖ − vxx‖[H1

∗
(0,L)]′ e ‖z‖H1

∗
(0,l) ≥

c‖ − zxx‖[H1
∗
(0,L)]′ daı́ segue que:

‖u‖H1
0
+ ‖v‖H1

∗
+ ‖z‖H1

∗︸ ︷︷ ︸
:=I

≥ c‖ − uxx‖H−1(0,L) + c‖ − vxx‖[H1
∗
(0,L)]′ + c‖ − zxx‖[H1

∗
(0,L)]′(4.1.46)

(4.1.47)
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mas, de (4.1.38)− (4.1.41), temos:

I ≥ c
∥∥∥ρ1
κ
ϕ1 − vx − lzx − l (zx − lv)

∥∥∥
2

H−1(0,L)
+ c‖ρ2

b
ψ1 +

κ

b
(ux + v + lz) ‖2[H1

∗
(0,L)]′

+ c‖ρ1
κ0
ω1 + lvx + l (ux + v + lz) ‖2[H1

∗
(0,L)]′

≥ c
(
‖ϕ1‖2H−1(0,L) + ‖ψ1‖2[H1

∗
(0,L)]′ + ‖ω1‖2[H1

∗
(0,L)]′

)
− c‖vx‖2H−1(0,L) − c‖zx‖2H−1(0,L)

− c‖zx − lv‖2H−1(0,L) − c‖ux + v + lz‖2[H1
∗
(0,L)]′ − c‖vx‖2[H1

∗
(0,L)]′ − c‖ux + v + lz‖2[H1

∗
(0,L)]′

≥ c
(
‖ϕ1‖2H−1(0,L) + ‖ψ1‖2[H1

∗
(0,L)]′ + ‖ω1‖2[H1

∗
(0,L)]′

)

− c
(
‖vx‖2H−1(0,L) + ‖zx‖2H−1(0,L) + ‖zx − lv‖2H−1(0,L)

)

− c
(
‖vx‖2[H1

∗
(0,L)]′ + ‖ux + v + lz‖2[H1

∗
(0,L)]′

)

≥ c
(
‖ϕ1‖2H−1(0,L) + ‖ψ1‖2[H1

∗
(0,L)]′ + ‖ω1‖2[H1

∗
(0,L)]′

)

− c
(
|vx|2L2(0,L) + |zx|2L2(0,L) + |zx − lv|2L2(0,L)

)

− c
(
|vx|2L2

∗
(0,L) + |ux + v + lz|2L2

∗
(0,L)

)

≥ c
(
‖ϕ1‖2H−1(0,L) + ‖ψ1‖2[H1

∗
(0,L)]′ + ‖ω1‖2[H1

∗
(0,L)]′

)

− c
(
|ux|2L2(0,L) + |vx|2L2

∗
(0,L) + |v|2L2

∗
(0,L) + |zx|2L2

∗
(0,L)

)

≥ c
(
‖ϕ1‖2H−1(0,L) + ‖ψ1‖2[H1

∗
(0,L)]′ + ‖ω1‖2[H1

∗
(0,L)]′

)

− c
(
‖u‖2H1

0 (0,L)
+ ‖v‖2H1

∗
(0,L) + ‖z‖2H1

∗
(0,L)

)
,

logo, obtemos

(c+ 1)
(
‖u‖2H1

0
+ ‖v‖2H1

∗

+ ‖z‖2H1
∗

)
≥ c

(
‖ϕ1‖2H−1(0,L) + ‖ψ1‖2[H1

∗
(0,L)]′ + ‖ω1‖2[H1

∗
(0,L)]′

)

(4.1.48)
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e, por consequência,

‖u‖H1
0
+ ‖v‖H1

∗
+ ‖z‖H1

∗
≥ c

1 + c

(
‖ϕ1‖2H−1(0,L) + ‖ψ1‖2[H1

∗
(0,L)]′ + ‖ω1‖2[H1

∗
(0,L)]′

)
.(4.1.49)

Por outo lado, de (4.1.44), tem-se que:

T∫

0

L∫

0

|θt|2 + |ξt|2dxdt =
T∫

0

L∫

0

|ψ|2 + |ω|2dxdt, (4.1.50)

agora, substituindo (4.1.50) e (4.1.49), em (4.1.45), obtemos:

(T − C)

T∫

0

L∫

0

|ψ|2 + |ω|2dxdt ≥ C1

[ c

1 + c

(
‖ϕ1‖2H−1(0,L) + ‖ψ1‖2[H1

∗
(0,L)]′ + ‖ω1‖2[H1

∗
(0,L)]′

)

+
(
|ϕ0|2L2(0,L) + |ψ0|2L2(0,L) + |ϕ0|2L2(0,L)

) ]

o que equivale a:

T∫

0

L∫

0

|ψ|2 + |ω|2dxdt ≥

(
1

T − C

)(
C

1 + c

)(
|ϕ0|2L2 + ‖u‖2H−1 + |ψ0|2L2 + ‖v‖2[H1

∗
]′ + |ω0|2L2 + ‖z‖2[H1

∗
]′

)

fazendo K = min
{ (

1
T−C

)
,
(
C1c
1+c

)
,
(

1
T−C

) (
C1c
1+c

)}
obtemos:

T∫

0

L∫

0

|ψ|2 + |ω|2dxdt ≥ K
(
|ϕ0|2L2 + ‖u‖2H−1 + |ψ0|2L2 + ‖v‖2[H1

∗
]′ + |ω0|2L2 + ‖z‖2[H1

∗
]′

)

�

CORDEIRO, S. M. S. PDM - UFPA



CAPÍTULO 5

Trabalhos Futuros

No decorrer destes três anos e a partir das experiencias obtidas através de estudos e observações,

não só das técnicas usadas no desenvolvimento de minha tese, como também outras análises em

vários artigos, que nos levaram a uma certa formação, a qual, faz com que possamos ter as

algumas perspectivas, que dará ao inı́cio de uma nova etapa na minha vida acadêmica.

Dois temas não foram abordados em nosso trabalho, temas este, que estão quase prontos e

que gostarı́amos de amadurecê-los e submetê-los para análise posterior em revistas, que são:

1. A Observabilidade Interna Indireta e o Controle exato para o Sistema de Bresse.

2. A Observabilidade para um modelo de Timoshenko Transmissão com dissipação linear

arbitrários e localizados.

3. A Observabilidade para um modelo de Timoshenko Transmissão com dissipação não li-

near arbitrários e localizados.

4. Usar as mesmas técnicas de nosso trabalho para os modelos de Bresse transmissão e

Timoshenko transmissão.
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APÊNDICE A

Teoremas de Comportamento Assintótico

Teorema A.1. Suponhamos que E seja uma função não-crescente absolutamente contı́nua,

E : [0,∞) −→ [0,∞), satisfazendo, 0 < E < η e a desigualdade

T∫

S

f(E(t))F−1(E(t))dt ≤ T0E(S), ∀ 0 ≤ S ≤ T. (A.0.1)

Então, E Satisfaz a seguinte estimativa:

E(t) ≤ F

(
1

Ψ−1
r ( t

T0
)

)
, ∀ t ≥ T0

F−1(r)
, (A.0.2)

onde r e um número real tal que

1

T0

∞∫

0

E(τ)F−1(E(τ))dτ ≤ r < η.

Assim, temos o limt→∞E(t) = 0 a taxa de decaimento a ser dado em (3.7.120).
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Prova. Definimos as funções Φ e M , por:

Φ(t) =

+∞∫

t

M(E(τ))dτ, ∀t ≥ 0 (A.0.3)

M(y) = yF−1(y)d, ∀y ≥ 0 (A.0.4)

então, graças a (A.0.1), temos

Φ(t) ≤ T0E(t), ∀t ≥ 0. (A.0.5)

Além disso, uma vez que a função F−1 é estritamente não-negativa e M é uma função cres-

cente e não-negativa, assim derivando (3.7.119), e usando (A.0.5),obtemos:

−Φ′(s) =M(E(s) ≥M

(
Φ(s)

T0

)
, ∀s ≥ 0.

daı́ temos:

−Φ′(s)

T0
≥ 1

T0
M

(
Φ(s)

T0

)
, ∀s ≥ 0.

Integrando esta última desigualdade de 0 até t, obtemos:

0∫

t

Φ′(s)

T0M
(

Φ(s)
T0

) ≥ 1

T0
, ∀s ≥ 0.

Fazendo uma mudança de variável,

y =
Φ(s)

T0
=⇒ dy

dt
=

Φ′(s)

T0

daı́, tem-se:

y =
1

T0

+∞∫

t

M(E(τ))dτ
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t = 0, y = B =
1

T0

+∞∫

0

M(E(τ))dτ =
1

T0

+∞∫

0

E(τ)F−1(E(τ))dτ ≤ E(0) < η

t = t, y =
Φ(t)

T0

daı́ tem-se:

B∫

Φ
T0

dy

M(y)
≥ t

T0
, ∀t ≥ 0,

onde B é definido por:

0 < B =
1

T0

+∞∫

0

E(τ)F−1(E(τ))dτ ≤ E(0) < η.

Assim, uma vez que M é positiva em (0, η], deduzimos que para todo r ∈ [B, η], temos:

B∫

Φ
T0

dy

M(y)
≥ t

T0
, ∀t ≥ 0, (A.0.6)

da definição de Φr,

Φr(τ) =

r∫

τ

dy

yF−1(y)
. (A.0.7)

Por outro lado, uma vez que F−1 é estritamente crescente em [0, η), deduzimos que para todo

r ∈ [B, η], e todo τ ∈ (0, r], temos:

F−1(r) ≥ F−1(y)
1

yF−1(r)
≤ 1

yF−1(y)
=

1

M(y)

=⇒ 1

yF−1(r)
≤ 1

M(y)
∀y ∈ [τ, r].
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Portanto, temos

r∫

τ

1

yF−1(r)
dy ≤

r∫

τ

1

M(y)
dy

1

F−1(r)
(Lnr − Lnτ) ≤ Φr(τ), 0 < τ ≤ r.

Assim, limτ→0+Φr(τ) = +∞ se mantém. Assim, Φr : (0, r] → [0,+∞) é uma função

estritamente decescente juntamente com (??), temos a seguinte estimativa.

Φr

(
Φ(t)

T0

)
≥ t

T0

=⇒ Φ(t)

T0
≤ Φ−1

r

(
t

T0

)

=⇒ Φ(t) ≤ T0Φ
−1
r

(
t

T0

)
, ∀t ≥ 0.

Em particular, uma vez que M é crescente e não negativa em [0, η], enquanto que E é não

crescente, deduzimos que

θM(E(t + θ) ≤
t+θ∫

t

M(E(τ))dτ ≤ Φ(t) ≤ T0Φ
−1
r

(
t

T0

)
, ∀t ≥ 0, ∀θ > 0. (A.0.8)

Assim, temos a seguinte estimativa:

E(t) ≤M−1

(
min(

T0

θ
γt(θ))θ∈(0,t]

)
(A.0.9)

onde,

γt(t) =
1

θ
Φ−1

r

(
t− θ

T0

)
, ∀θ ∈ (0, t], (A.0.10)
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tomando t > 0 fixo, assim θ∗ é um ponto crı́tico de γt, se e somente se, satisfaz a seguinte

relação;

γ′t(θ∗) = 0

Φ−1
r

(
t− θ∗

T0

)
− θ∗

T0Φ′
r

(
Φ−1

r

(
t−θ∗

T0

)) = 0

mas

Φ′
r (τ) = − 1

M(τ)

daı́ tem-se:

Φ−1
r

(
t− θ∗

T0

)
=
θ∗

T0
M

(
Φ−1

r

(
t− θ∗

T0

))
.

Usando a definição de M , deduzimos que θ∗ é ponto crı́tico de γt, se e somente se, satisfaz:

Φ−1
r

(
t− θ∗

T0

)
=
θ∗

T0
Φ−1

r

(
t− θ∗

T0

)
F−1

(
Φ−1

r

(
t− θ∗

T0

))

T0

θ∗
= F−1

(
Φ−1

r

(
t− θ∗

T0

))
(A.0.11)

ou melhor:

θ∗

T0
=

1

F−1
(
Φ−1

r

(
t−θ∗

T0

))

de (??) obtemos:

Φr

(
1
θ∗

T0

)
=
t− θ∗

T0

seja Ψr dada por,

Ψr(z) = z + Φr

(
F

(
1

z

))
≥ z
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daı́ temos que

Ψr

(
θ∗

T0

)
=
θ∗

T0
+
t− θ∗

T0
=

t

T0
.

Onde Ψr : [ 1
F−1(r)

,+∞) −→ [ 1
F−1(r)

,+∞) definida por Ψr(z) = z + Φr

(
F
(
1
z

))
é uma

função estritamente crescente, uma vez que Φr é estritamente crescente e F também é estrita-

mente crescente, assim para todo t ≥ T0

(
1

F−1(r)

)
, γt possui um único ponto crı́tico θ(t), que

atinge o seu mı́nimo. E θ(t) é dado por:

θ(t) = T0Ψ
−1
r

(
t

T0

)
. (A.0.12)

Além disso graças a definição de θ(t), podemos deduzir que:

M−1(T0γ(θ(t))) = Φ−1
r

(
t− θ(t)

T0

)
= F

(
T0

θ(t)

)
.

Agora, usando esta última identidade em (A.0.9) juntamente com (??), obtemos:

E(t) ≤ M−1

(
min(

T0

θ
γt(θ))θ∈(0,t]

)
=M−1(T0γ(θ(t))) = F

(
T0

θ(t)

)
= F


 1

Ψ−1
r

(
t
T0

)




ou seja:

E(t) ≤ F


 1

Ψ−1
r

(
t
T0

)


 . (A.0.13)

Observe que Ψ−1
r (τ) → +∞ quando τ → +∞ e como F é contı́nua em zero com F (0) = 0

concluı́mos que limt→+∞F

(
1

Ψ−1
r

(
t
T0

)

)
= 0 o que conclui a demonstração.

�

Teorema A.2 (Comportamento Assintótico). Sejam g,H, Ĥ, F, f e hi, (i = 1, 2.), satisfazem

as hipóteses e definições (H1)− (H7), respectivamente. Além disso, sejam T0 > 0 um número

fixo, e E : [0,+∞) → [0,+∞) a energia associada ao problema (3.2.1) − (3.2.5), uma
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função monótona não-negativa, decrescente e absolutamente contı́nua em [0,+∞), definida

por (3.4.3) . Além disso suponhamos que existe constante positiva β definida em (189), tal que:

0 <
E(0)

2F (H ′(r20))
≤ β (A.0.14)

e
T∫

S

f(E(t))F−1

(
E(t)

2β

)
dt ≤ T0E(S), ∀ 0 ≤ S ≤ T. (A.0.15)

Onde (ϕ, ψ, ω, ϕt, ψt, ωt) é a solução do problema (3.2.1)− (3.2.3), com condições de fron-

teiras (3.2.5) associada as condições iniciais (ϕ0, ψ0, ω0, ϕ1, ψ1, ω1). Então E(t) satisfaz a

taxa de decaimento

E(t) ≤ 2βE(0)z
2(t)

z(t)g′(z(t))− g(z(t))

z(t)g′(z(t)) + g(z(t))
, ∀ t ≥ T0

H ′(r20)
, (A.0.16)

onde,

z(t) = φ−1(
t

T0
) (A.0.17)

e φ : (0, r0] → [ 1
H′(r20)

,+∞] é uma função estritamente crescente definida por:

φ(v) =
2v

vg′(v) + g(v)
+ 4σ(v), (A.0.18)

σ : (0, r0] → (0, r0] é uma função definida pela seguinte expressão integral:

σ(τ) =

τ0∫

τ

g(u)(u2g′′(u) + ug′(u)− g(u))

(ug′(u) + g(u))2(ug′(u)− g(u))
, (A.0.19)

para todo (ϕ0, ψ0, ω0, ϕ1, ψ1, ω1) ∈ H1
0 (0, L)× L2(0, L)×H1

∗ (0, L)× L2
∗(0, L)×H1

∗ (0, L)×
L2
∗(0, L), e T0 não depende de (ϕ0, ψ0, ω0, ϕ1, ψ1, ω1).

Prova. Vamos definir

Ê(t) =
E(t)

2β
.

CORDEIRO, S. M. S. PDM - UFPA
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Então, pela hipótese (A.0.15), Ê satisfaz (3.7.119), uma vez que E é uma função não cres-

cente, têm-se:

2βÊ(t) ≤ 2βÊ(0)

Ê(t) ≤ Ê(0) ≤ F (H ′(r20)) = r20 −
H(r20)

H ′(r20)
< r20. (A.0.20)

Tomando η = r20. E como F : [0,+∞) → [0, η) é uma função estritamente crescente.

Definimos B por:

0 < B =
1

T0

∞∫

0

Ê(τ)F−1
(
Ê(τ)

)
dτ ≤ Ê(0) < η. (A.0.21)

Definimos também r = F (H ′(r20)), de (A.0.20) e(A.0.21) concluı́mos que r ∈ [B, η),

portanto podemos aplicar o (Teorema− 3.0.8) a E, a partir da definições de B e r, dai tem-se

Ê(t) ≤ F


 1

Ψ−1
r

(
t
T0

)


 , ∀t ≥ T0

F−1(r)
, (A.0.22)

onde Ψr : [ 1
F−1(r)

,+∞) −→ [ 1
F−1(r)

,+∞) uma função estritamente crescente, definida por

Ψr(z) = z + Φr

(
F
(
1
z

))
≥ z, ∀z ≥ 1

F−1(r)
e Φr(τ) =

∫ r

τ

dy

yF−1(y)
. Por outro lado, como F é

crescente e de (A.0.21) e (A.0.14), temos:

F−1(r) = F−1
(
F
(
H ′(r20)

))
= H ′(r20),

portanto F (v) é dada por

F (v) = (H ′)−1(v)− H ((H ′)−1(v))

v
, ∀v ∈ [0, F−1(r)]. (A.0.23)

È fácil ver que F é diferenciável. Assim podemos fazer uma mudança de variável, fazendo

v = F−1(y) em (A.0.7), temos

Φr(τ) =

r∫

τ

dy

yF−1(y)
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v = F−1(y)

dv

dy
=

1

F ′(y)
=⇒ dy = F ′(y)dv

daı́ tem-se:

Φr

(
F

(
1

s

))
=

F−1(r)∫

1
s

F ′(v)

yF−1(y)
dv. (A.0.24)

de um cálculo simples podemos mostrar que:

F ′(v) =
H ((H ′)−1(v))

v2
. (A.0.25)

De fato,

F ′(v) =
[
(H ′)−1(v)

]′ −
[
H ((H ′)−1(v))

v

]′

=
1

H ′′(v)
−

[
v2

H′′(v)
−H ((H ′)−1(v))

]

v2

=
1

H ′′(v)
− 1

H ′′(v)
+
H ((H ′)−1(v))

v2

⇒ F ′(v) =
H ((H ′)−1(v))

v2
.

Utilizando (A.0.23) e (A.0.25) em (A.0.24), e fazendo uma mudança de variável, tomando

τ = (H ′)−1(v), dτ = 1
H”(v)

dv. quando:

v =

{
1
s
, ⇒ τ = (H ′)−1

(
1
s

)

F−1(r), ⇒ τ = r20
(A.0.26)

daı́ tem-se:

Φr

(
F

(
1

s

))
=

r20∫

(H′)−1( 1
s)

H(τ)H ′′(τ)

(H ′(τ))2 (τH ′(τ)−H(τ))
dτ. (A.0.27)
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Agora, sabendo-se que

H(τ) =
√
τg(

√
τ ) (A.0.28)

⇒ H ′(τ) =
g′(

√
τ)

2
+
g(
√
τ)

2
√
τ
, (A.0.29)

calculanco a segunda derivada de H(τ) obtemos:

H ′′(τ) =

[
g′(

√
τ)

2

]′
+

[
g(
√
τ)

2
√
τ

]′

=
g′′(

√
τ )(

√
τ)′

2
+

[g(
√
τ)]

′
2
√
τ − g(

√
τ ) [2

√
τ ]

′

[2
√
τ ]

2

=
g′′(

√
τ )

4
√
τ

+
g′′(

√
τ )

4τ
− g(

√
τ)

4τ
√
τ

⇒ H ′′(τ) =
τg′′(

√
τ) +

√
τg′(

√
τ)− g(

√
τ)

4τ
√
τ

.

Substituindo estes resultados em (A.0.27), obtemos:

Φr

(
F

(
1

s

))
=

r20∫

(H′)−1( 1
s)

2
√
τg(

√
τ)
(
τg′′(

√
τ) +

√
τg′(

√
τ)− g(

√
τ)
)

τ
(√

τg′(
√
τ) + g(

√
τ)
)2 (√

τg′(
√
τ)− g(

√
τ)
)dτ.(A.0.30)

Fazendo uma outra mudança de variável:

u =
√
τ ⇒ τ = u2, dτ = 2udu quando:

τ =

{
(H ′)−1

(
1
s

)
, ⇒ u = τ

r20, ⇒ u = r0,
(A.0.31)

daı́ tem-se:

Φr

(
F

(
1

s

))
= 4

(√
(H ′)−1

(
1

s

)) r0∫

τ

g(u) (u2g′′(u) + ug′(u)− g(u))

u (ug′(u) + g(u))2 (ug′(u)− g(u))
du. (A.0.32)

ou melhor:

Φr

(
F

(
1

s

))
= 4σ(τ)

(√
(H ′)−1

(
1

s

))
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Apêndice A. Teoremas de Comportamento Assintótico 120

onde:

σ(τ) =

r0∫

τ

g(u) (u2g′′(u) + ug′(u)− g(u))

u (ug′(u) + g(u))2 (ug′(u)− g(u))
du. (A.0.33)

Definimos:

φ(v) = Ψr

(
1

H ′(v2)

)
, ∀v ∈ (o, r0]. (A.0.34)

Como Ψr é uma função estritamente crescente e por outro lado H ′ : [0, r0] → (0, H ′(r20)], e

uma função estritamente crescente, assim φ : (0, r20] → [ 1
H′(r20)

,+∞) é estritamente decrescente,

definida em (A.0.18), definimos:

s(t) = Ψ−1
r

(
t

T0

)

e

z(t) =

√
(H ′)−1

(
1

s(t)

)
, (A.0.35)

daı́ temos:

φ(z(t)) =
2z(t)

z(t)g′(z(t)) + g(z(t))
+ 4σ(z(t)), ∀t ≥ T0

H ′(r20)
(A.0.36)

e

φr(s(t)) = φr

(
Φ−1

r

(
t

T0

))
=

t

T0
(A.0.37)

Assim, z(t), satisfaz (A.2) e z(t) ∈ [0, r0] ∀t ≥ T0

H′(r20)
, precisamos agora reescrever a taxa

de decaimento dada em (A.0.2), para isso note que:

F

(
1

Ψ−1
r ( t

T0
)

)
= (H ′)−1


 1

Φ−1
r

(
t
T0

)


−

H

[
(H ′)−1

(
1

Φ−1
r

(
t
T0

)

)]

1

Φ−1
r

(
t
T0

)

= F
(
H ′(z2(t))

)
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mas,

F (H ′(z2(t))) = F


H ′


(H ′)−1 1

Φ−1
r

(
t
T0

)






= F


 1

Φ−1
r

(
t
T0

)




Portanto,

F

(
1

Ψ−1
r ( t

T0
)

)
= F (H ′(z2(t))) (A.0.38)

Por outro lado, H ′(z2(t)) ≤ H ′(r20) e da definição D2, e usando (A.0.22), juntamente com a

definição de H ′,obtemos:

E(t)

2β
= Ê(t) ≤ F

(
1

Ψ−1
r ( t

T0
)

)
= F (H ′(z2(t))) = z2(t)− H(z2(t)

H ′(z2(t))

E(t) ≤ 2β

(
z2(t)− H(z2(t)

H ′(z2(t))

)
(A.0.39)

mas, note que:

H(z2(t)) =
√
z2(t)g

(√
z2(t)

)

= z(t)g(z(t))

e

H ′(z2(t)) =
g′(z(t)

2
+
g(z(t)

2z(t)

=
z(t)g′(z(t)) + g(z(t))

2z(t)
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E(t) ≤ 2β

(
z2(t)− H(z2(t)

H ′(z2(t))

)

≤ 2β

(
z2(t)− 2z2(t)g(z(t))

z(t)g′(z(t)) + g(z(t))

)

≤ 2β

(
z2(t)

z(t)g′(z(t)) + g(z(t))− 2g(z(t))

z(t)g′(z(t)) + g(z(t))

)

E(t) ≤ 2βz2(t)
z(t)g′(z(t))− g(z(t))

z(t)g′(z(t)) + g(z(t))
, (A.0.40)

o que conclui a demonstração. �

le
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