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Resumo
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Programa de Doutorado em Matemitica

Estabilidade Geral para o Modelo de Bresse e Taxa Otima Polinomial para Sistemas de

Equacoes de Ondas

por Sebastido Martins Siqueira Cordeiro

Neste Trabalho, estudamos dois modelos hiperbdlicos.

Um sistema acoplado de Equacdes de Onda fracamente dissipativo, sendo a dissipacdo dada
pelo efeito memoria, onde mostramos que este sistema perde estabilidade exponencial, tendo

desse modo estabilidade polinomial com taxa 6tima.

O outro modelo € o sistema de vigas curvas governadas pelas hipéteses de Bresse, com
damping ndo linear agindo sobre o angulo de rotacdo e o deslocamento tangencial. Provamos

taxa de decaimento Geral para este sistema.

Palavras-chave: Equacdes Diferenciais Parciais Hiperbdlicas; Sistema de equacdes de on-
das; Modelo de Bresse; Semigrupos de Operadores; Comportamento Assintotico; Taxa Otima
e Observabilidade.
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General Stability for the model Bresse and Optimal Polynomial Rate for Wave Systems

Equations.

by Sebastido Martins Siqueira Cordeiro

In this work, we study two hyperbolic models.

First, we study a coupled system of weakly dissipative wave equations, with dissipation given
by memory effect, where we showed that the system loses exponential stability. This way, the

system decays polynomially with optimal rate.

The other model is the curved beam system governed by Bresse hypothesis, with non-linear
damping acting on the rotation angle and the tagencial displacement. We prove general decay

rate for this system.

Keywords: Hyperbolic Partial differential equations; Systems of wave equations; Model

Bresse; Semigroups of Operators; Asymptotic Behavior; Optimal Rate and Observability.
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CAPITULO 1

Introducao

Neste trabalho estudamos o comportamento assintotico para modelos matematicos hiperbdlicos
dissipativos do tipo equagdes de onda com memoria, vigas curvas governadas pelas hipoteses

de Bresse, como também a observabilidade interna e indireta para este tltimo modelo.

Na literatura, hd muitos resultados associados a sistemas de equacdes de onda acoplado com
amortecimento fraco agindo em apenas uma das equagdes. Podemos citar por exemplo o Traba-
lho de Fatiha Alabau-Boussoira do ano de 1999, sob titulo “Stabilisation frontiére indirecte de

£ 20

systemes faiblement couplés”[1], no qual a autora mostrou que a energia associada aos sistemas
de equacdes de ondas acoplados a baixo, decaem fracamente de forma polinomial com taxa

explicita. Os modelos estudados foram:

Estabilizacao na Fronteira de duas Eq. ondas acopladas com mesmas velocidades.

ugy —Au+av=0 em Qx]0,00],
vy —Av+oau=0 em Qx]0,00],
u=v=0 sobre X,=1I0x]0,00],

du

3 +au+lu; =0; v=0, sobre %; =1I7x]0,00],
1%



Estabilizacdo na Fronteira de duas Placas de Kirchhoff.

uy + A*u+av=0 em Qx]0,00],
v+ A +au=0 em Qx]0,00],
ou v

u=v=0=o=> sobre ¥ = I'x]0, 00|

Estabilizacdo na Fronteira de duas Eq. ondas acopladas com velocidades de propagacoes

diferentes.

uy —Au+aBv=0 em x]0,00],
vy — Av+aB*u=0 em x]0,00],

u=v=0 sobre X,=1T0x]0,00],
ou

5 +au+lu; =0; v=0, sobre %; =T7x]0,00],
v

Em 2004 no artigo “Indirect internal estabilization of wearkly coupled evolution equations”
de Fatiha Alabau-Boussoira, P.Cannarsa e V. Komornik [2] os autores, mostraram uma taxa de

decaimento para o seguinte sistema dissipativo abstrato acoplado utilizando as mesmas técnicas

introduzidas em [1].

uy + Ayju+u+av=0 em Qx]0,00],
vy +Av+au=0 em x]0,00],
u=v=0 sobre ¥ =1Ix]0,00].

Em 2007, M. L. Santos, Rocha, M. P. C., Gomes, S. C, no artigo ‘“Polynomial Stability of
a coupled system of waves equations weakly dissipative”[3], utilizando técnicas de semigrupo
mostram existéncia unicidade e estabilidade polinomial para o seguinte sistema de equacgdes de

ondas acoplado com uma dissipa¢do na primeira equagao.

Uy — Au+u,+av=0 em Qx]0,o00],
vy —Av+oau=0 em Qx]0,00],

u=v=0 sobre I'x]0,o0].

CORDEIRO, S. M. S. PDM - UFPA



Capitulo 1. Introducao 3

Também em 2007 os autores R. G. C. Almeida e M. L. Santos, no artigo *“ Lack of expo-
nential decay of a coupled system of wave equations with memory’’[4], estudaram o o seguinte

sistema de equagdes de ondas com termo de mrmoria:

[e.e]

Uy — Au + /g(s)Au(t —s)ds+av=0 em Qx]0,o0], (1.0.1)
0

vy —Av+oau=0 em x]0,00], (1.0.2)

u=v=0 sobre I'x]0,o0], (1.0.3)

(u(z,0),v(x,0)) = (ug(x),vo(x)), em (1.0.4)

(un(,0), 0(2,0)) = (s (), 0a(x)) em 9, (1.0.5)

onde €2 € um subconjunto aberto e limitado de R"” com fronteira [' bem regular. Os autores
provaram que a energia associada ao sistema decai polinomialmente e que esta taxa pode ser

melhorada desde que os dados iniciais sejam bem regulares.

O modelo (1.0.1)—(1.0.5) é usado para descrever a evolugio de um sistema que € constituido
por duas membranas eldsticas, sujeitas a uma forga eldstica que atrai uma membrana para a outra
com coeficiente o > (. O sistema, pode modelar os seguintes fendmenos fisicos: a polarizacao
hereditdria em dielétricos, dinamica populacional ou fluxo em condutores reais. Tais modelos
de equagdes diferenciais sdo influenciados pelos valores passados de uma ou mais varidveis em
andlise, dai o nome de sistemas de equagdes com memoria. O principal problema neste tipo
de equacdo estd no seu cardter ndo-local, devido a presenca do termo de memoria (em geral o

tempo da funcdo de convolucio desconhecida contra um adequado nicleo de memoria).

Tendo em vista, que existem poucos resultados na literatura sobre o comportamento as-
sintdtico para o sistema de Bresse, o primeiro foi artigo de Liu e Rao de 2008 [5], ““ Energy

decay rate of the termoelastic Bresse system,’dado por

100 — K(pr + 0 4wy — Kol(w, — lp) — lafd' =0, em (0,L) x (0,7T), (1.0.6)

pathyy — by + K(pp + 10 + lw) —ab? =0, em (0,L) x (0,7), (1.0.7)
prwi — ko(we — 19) e + Kl(ge + 10 +1w) —abl =0, em (0,L) x (0,7), (1.0.8)
pcl; — 0L+ aTy(w, — lp), =0 Vt >0, (1.0.9)
pch? — 02+ aTyp, =0 Vt > 0. (1.0.10)

CORDEIRO, S. M. S. PDM - UFPA



Neste artigo, os autores usaram dois mecanismos dissipativos, dados por duas temperaturas
acopladas no angulo de rotacao e no deslocamento tangencial, usando técnicas de semigrupo,
mostraram a estabilidade exponencial e polinomial em que a taxa de decaimento depende da
condi¢do de contorno Neumann-Neumann-Dirichelet e mostram que o sistema decai com uma
taxa t—* e para a condi¢des de contorno Dirichelet a taxa é de t~°. Estes resultados estdo asso-
ciado a propriedade de decaimento exponencial condicionado a igualdade entre as velocidades

de propagacdes de ondas, isto é:

P2 e k= (1.0.11)

Um problema importante no sistema de Bresse, é encontrar uma dissipacdo minima pela
qual as solugdes decai uniformemente para zero quando o tempo vai para o infinito. Neste
sentido em 2010, Fatori e Rivera [6], com o artigo “Rates of decay to thermoelastic Bresse
system, ’melhoraram o resultado do artigo de Liu e Rao [5], mostrando que em geral o modelo
a baixo nado € exponencialmente estdvel, e que ndo existe estabilidade polinomial com taxa que
dependam das velocidades de propagacdo de ondas e dos dados iniciais. Além disso, introduzem

uma condi¢@o necessdria e suficiente para o decaimento polinomial,

p1ou — k(o + 1 + 1w, — kol(we —lp) =0, em (0,L) x (0,7), (1.0.12)

pathy — Dhgy + K(pp + 0 + lw) — 40, = 0, em (0,L) x (0,T), (1.0.13)
prwy — ko(We — 1p) s + Kl (e + 10 +1w) =0, em (0,L) x (0,7), (1.0.14)
07 — k102, + mipyy = 0 Vt > 0. (1.0.15)

No artigo “Stability to weak dissipative Bresse system”em 2011, os autores Fatiha Alabau-
Boussoira , Jaime Rivera e Dilberto da Silva Almeida Junior [7], estudaram o seguinte problema

com dissipacao friccional:

p1pu — K(pr + 1+ lw)e — kol(w, — L) =0, em (0,L) x (0,7), (1.0.16)
p2¢tt - b'lvb:c:c + KJ(QDI + ’lvb + ZCU) + ’sz]t = Oa em (Oa L) X (07 T)a (1017)
prwy — ko(we — 19)e + Kl(0e + ¢ +1lw) =0, em (0,L) x (0,7). (1.0.18)

Também 2011, no artigo "Bresse system with indefinite damping,’os autores Juan A. Polo-

nimo, Rivera e Luci Fatori [8], chegaram a um excelente resultado, usando um amortecimento

CORDEIRO, S. M. S. PDM - UFPA



Capitulo 1. Introducao 5

indefinido atuando somente sobre o deslocamento. No artigo ”’Stabilisation faible interne locale
de systeme élastique de Bresse”os autores Nahla Noun e Ali Wehbe, estenderam os resultados
de [7], considerando o importante caso em que a lei de dissipacgdo € distribuida apenas no des-
locamento angular. Eles mostraram que o sistema € exponencialmente estdvel se as igualdades
(1.0.11) for validas. Veja em [9],

Com condig¢des de fronteira do tipo Dirichelet, os autores mostraram que o sistema € expo-
nencialmente estdvel, se as velocidades de propagacdo de ondas sdo iguais. Além disso eles
mostraram que quando as velocidades de propagacdo sao diferentes, o sistema ndo é exponen-
cialmente estdvel, e neste caso provaram que a solu¢@o decai polinomialmente para zero, com
taxas que podiam ser melhoradas, desde que os dados iniciais fossem mais regulares. Em 2012
no artigo "The optimal decay rate for a weak dissipative Bresse system”, os autores Luci Harue

Fatori e Rodrigo Numes Monteiro encontraram taxa 6tima para o modelo de [7], veja em [10].

Em 2013, no artigo ”Decay rates for Bresse system with arbitrary nonlinear localized dam-
ping,’os autores, Wenden Charles, J. A. Soriano, Fldvio A. Falcdo e J. H. Rodrigues, [11],

consideraram o sistema:

p1pu — k(e + 1+ lw), — kol(wy — l@) + a1(x)g1(d) =0, em (0, L) x (0(T:P.19)
P2y — bbyy + K(pp + U + lw) + as(x)g2(¢y) =0, em (0,L) x (0,T), (1.0.20)
prwy — Ko(we — 19)e + Kl(Ye + ¥ + lw) + as(x)gs(w) =0, em (0, L) x (0(T'D.21)

0(0,8) = o(L,t) = (0,) = ¥(L,t) = w(0,8) = w(L,t) = 0 Vt >0, (1.0.22)
©(,0) = o(-), p:(+,0) = ©1(-);9(-,0) = Yo (), ¥1(+,0) = Y1 (-);
w(+,0) =wo(+), w(+,0) = wi(+), YV € (0, L), (1.0.23)

e provaram sem levar em conta as hip6teses sobre as igualdades das velocidades de propagacao

de ondas, que a energia do sistema (1.0.19) — (1.0.21) decai com a seguinte taxa
t
E(t)gs(——1), Vvt > T,
Th

onde S(t) é a solucdo da seguinte equacdo diferencial:

CS(0)+a(s0) =, S(0) = BO)

CORDEIRO, S. M. S. PDM - UFPA



onde, ¢ é dado em [8].

No livro, Contrdlabilité exacte et stabilization de systémes distribues, Vol. 1 e 2. de J. L.
Lions [12], encontramos os primeiros resultados de observabilidade. Um fato, que nao podemos
deixar de notar, é que a observabilidade ¢ uma consequéncia imediata do estudo de controlabi-

lidade, que surgiu, a partir da anélise da seguinte equacao de ondas:

uy — Au=0 em Qx]0,T],
u=0 em T, (1.0.24)

u(0) = ug, u(0) =uy em €.

Aqui, €2 € um subconjunto aberto limitado do R™, n > 1, com fronteira [" suave. Ele mostrou
que se (ug,u1) € (H*(Q) N H () x HY(Q), entdo a equagio (1.0.24) admite uma solugio
forte, e se (ug, u1) € Ha(Q)x L?(£2), a solugdo é fraca, e a energia associada ao sistema (1.0.24)
¢ definida por:

B(t) = % / (Ju? + [Vul?) do
Q

multiplicando (1.0.24) por u;, mostrou que a energia era conservativa, isto &;
E(t) = E(0)Vt > 0.
Estudando a controlabilidade exata interna, J. Lions conjecturou que, para todo 7" > Tj, onde

Ty € suficientemente grande, conhecendo as constante positivas C e C5, a solu¢do de (1.0.24)

verifica as seguintes estimativas:

T
//(\ut\2+\u\2) dx dt < ¢;E(0) (1.0.25)
0 w
€
T
//(\ut|2+\u\2) dz dt > ¢, E(0), (1.0.26)
0 w

onde w C (2. Para chegar aos resultados acima, ele usou o método dos multiplicadores. Chamou

CORDEIRO, S. M. S. PDM - UFPA



Capitulo 1. Introducao 7

a estimativa (1.0.25) de desigualdade direta, e (1.0.26) de desigualdade indireta ou “desigual-
dade de Observabilidade.”

Na literatura, existem varios conceitos de Observabilidade, em [12] vol.1, J. L. Lions, intro-
duziu trés conceitos: Observabilidade Completa, parcial e simultdnea. Por exemplo, se consi-

derarmos a equacao de ondas acopladas a baixo,

ugy — Au+av=0 em Qx]0,T7,
vy — Av+oau=0 em Qx]0,T],

(1.0.27)
u=v=0 em X=Ix]0,T],
w(0) = ug, w(0) = uqg, v(0) = vy, v:(0) = vy, em Q.
A observabilidade completa:
T
/ lwe)® + oe P dt > e (|u']? + |[Vu'] + o' + |[Vo°]?) (1.0.28)
0
A observabilidade parcial:
T
/ lw|® dt > ¢ (Ju']* + |Vu]?) (1.0.29)
0
A observabilidade simultinea:
T
/ lu + vz dt > ¢ (Ju' P + |[VuO* + [o']* + |[Vo°]?) . (1.0.30)

0

Em [12], vol. 2, J. Lions, utilizando o método dos multiplicadores, mostrou que as desi-
gualdades de observabilidade completa e simultaneas, podem ser obtidas também no sistema de
equacao de ondas e Petrowsky, em que a constante o de acoplamento € suficientemente pequena.
Em seguida prop0s a seguinte conjectura. “Serd que ha controle exato para para acoplamento de
qualquer parametro?” Tal conjectura teve uma resposta positiva quando V.Komornik e P. Loret
em [13], provaram a observabilidade parcial em um sistema acoplado de equacdes de onda e

Petrowsky, baseados no teorema cldssico de Ingham em série de Fourier nao-harmonica.

CORDEIRO, S. M. S. PDM - UFPA



1.1. Objetivo da Tese 8

Associada a estabilidade indireta, (veja [14] e [15]) um quarto conceito de observabilidade
indireta foi introduzido na literatura, que consiste em observar que a norma de alguns compo-
nentes da solucio pode estimar todos os componentes das normas dos dados iniciais. Em [16],
Fatiha Alabau-Boussoira considerou por exemplo, o sistema (1.0.27) e observou que a norma
em L?(2) e do trago da derivada normal de v em T'; x]0, T'[. Mais precisamente, ela demonstrou

o seguinte resultado:

Teorema 1.1. Existe &, tal que para todo 0 < |a| < a e existe Ty = Ty («) > 0, tal que T > T
e U% = (u,ul, 0% 0") € H = (HL0,L) x L2(0,L))?, tal que a solugdo (u,v) de (1.0.27)

verifica

2
dvdt,  (1.031)

T
G 12 02y , & 192 02 Ou
% P+ 190 + S (e +00F) <2 f [ |5
0 w

onde C e Cy sdo constantes positivas que dependem de T e . Mas se a solugdo de (1.0.27)

verifica
2

Oul” _ 0 e Ty x 10,77,

ov

entdou=v=0 em (.

1.1 Objetivo da Tese

Motivados pelos resultados acima exposto, nossa Tese tem por objetivo:

1) Analisar as questdes relativas a falta de decaimento exponencial do sistema (1.0.1) —
(1.0.5), onde nossa principal ferramenta serd os resultados de estabilidade exponencial devido
a Priiss [17].

2) Fornecer taxas de decaimentos precisas sobre um contexto mais geral para um sistema de
Bresse com dois mecanismos dissipativos nao lineares de atrito, levando em conta o crescimento
arbitrario do feedbak na origem. Usando o método utilizado pela primeira vez na literatura por
Fatiha Alabau-Boussoira em [18], com as devidas adaptacdes ao nosso modelo, estabeleceremos
uma féormula semi explicita geral para a taxa de decaimento da energia quando as velocidades

de propagagdo de ondas para as trés equagdes sdo iguais, isto é quando (1.0.11), acontece.
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Capitulo 1. Introducao 9

Provaremos que a energia associada ao sistema satisfaz

I
—~
~+
~—
~—
i)
—
0
—~
<~
~—
~—

1o
Vit > ——— 1.1.1

2(t)g'(

2(1)g'(2(1) + g(=(1))’

onde z e ¢ sdo dadas em [19] e [18], ro, B e Ty sdo dados em (3.3), (3.7.111) e (3.7.117)

respectivamente, assim temos,

lim E(t) =0,

t—+o00
e a taxa de decaimento dada pela estimativa (1.1.1). Este resultado generaliza os resultados

existentes na literatura para o sistema de Bresse.

3) Fornecer uma desigualdade de observabilidade interna e indireta, para um sistema de

Bresse homogéneo.

1.2 Organizacao da Tese

Para o desenvolvimento desta tese, optamos por uma metodologia que nos parecia ser a mais
didatica possivel. Por este motivo inserimos as defini¢des e teoremas de andlise matematica, na
medida em que fossemos necessitar desenvolver as propriedades, por exemplo, de unicidades e

estabilidade assintéticas dos modelos em estudos.

No Capitulo 2, estudamos a existéncia e unicidade de solugdes como também nos propomos
a analisar a falta de decaimento exponencial, o decaimento polinomial juntamente com sua taxa
otima, de um sistema de Equacdes Diferenciais de Onda, com mecanismo dissipativo do tipo

memoria. Para isto usamos os teorema de Lummer-Phillips, Priiss, e Borichev-Tomilov.

No Capitulo 3, estabelecemos a existéncia e unicidade de solugdes para o modelo de Bresse,
com dissipacdo ndo lineares uma atuando na equacdo de deslocamento rotacional, e outra na
deslocamento Tangencial. Usaremos o sentido de Solu¢des de V. Barbu, e o método de semi-
grupo nao linear, e para o comportamento assintético, levaremos em conta a propriedade de

igualdade das velocidades de propaga¢do de ondas, usando técnicas multiplicativas.

No Capitulo 4, a partir das técnicas usadas para a demonstracio do estabilidade exponencial

no teorema (3.5, estabeleceremos uma desigualdade de Observabilidade interna e indireta.
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1.2. Organizacgao da Tese 10

No Capitulo 5, tracamos metas a ser atingidas, a partir de uma gama de resultados que ndo
foram utilizados nesta tese, por falta de tempo, e de sedimentacao das ideias. Tais metas deno-

minamos de trabalhos futuros.
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CAPITULO 2

Existéncia e Unicidade de Solucao Forte de um Sistema de
Equacoes de Ondas Acoplado com Memoria

Neste capitulo, estudamos a existéncia e unicidade de solu¢des bem como o comportamento

assintdtico para o seguinte sistema acoplado de equagdes de onda:

uy — Au + /g(s)Au(t —s)ds+av=0 em Qx]0,o0], (2.0.1)
0

vy —Av+oau=0 em Qx]0,00], (2.0.2)

u=v=0 sobre I'x]0,o00], (2.0.3)

(u(x,0),v(x,0)) = (ug(x),vo(x)), em (2.0.4)

('LLt(.T, 0)7 Ut(xa O)) = (ul (.Cl?), U1 (.CE)) em Q> (205)

onde o > 0.

Note que neste caso o operador gerado a partir do sistema acima ndo € autdbnomo e, portanto,
ndo gera um semigrupo. Para transformar (2.0.1) — (2.0.5) num sistema autdnomo, usaremos

os argumentos de Dafermos [20] e M. Fabrizio [21], e introduziremos os espacos de memoria,

11



12

isto é, considere:
n(z,t,s) =u(r,t) —ulz,t —s), (2.0.6)
entdo, derivando em relacdo a ¢ e depois em relacdo a s, obtemos:

ne(x,t,8) = u(w,t) — ug(z, t — 3). (2.0.7)

ns(x,t,s) = ug(x,t — s), (2.0.8)
De (2.0.7) e (2.0.8), obtemos:
(77t + 778)(3:7 ta S) = Ut(ﬂf,t - S)' (209)

Note que de (2.0.6), n(0) = 0, para todo ¢t > 0, que poderemos assumir como condi¢do de

contorno, enquanto que
(2,0, 8) = up(2,0) — w(z, —8) = us(z) — ue(x, —5) := u(s) (2.0.10)
onde u(s) é chamado de histéria. De (2.0.6), obtemos também, a seguinte relagio:

An(z,t,s) = Au(x,t) — Au(z,t — s). (2.0.11)

Substituindo (2.0.11) em (2.0.1), obtemos:

uy — Au(l — /g(T)dT) - /g(T)An(.,T)dT +av = 0. (2.0.12)
0 0
Fazendo,

Bo = 1—/9(7)d7>0,

0
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Capitulo 2. Existéncia e Unicidade de Solu¢do Forte de um Sistema de Equacdes de Ondas
Acoplado com Memoria 13

desde que,

g(T)dr > 1.

Agora, reescrevendo o sistema (2.0.1) — (2.0.5) obtemos:

[e.e]

u(x,t) — BoAu(z,t) — /g(T)An(w,t, s) d;s+av(z,t) =0 in Qx(0,42).13)
0

v (x,t) — Av(z,t) + au(x,t) =0 in  Q x (0,00), (2.0.14)
ne(x,t,8) + ns(x,t,8) —u(z,t) =0, em € x (0,00) (2.0.15)
u(x,t) =v(x,t) =n(z,t,s) =0 sobre I x (0,00), Vs,t(0,00) (2.0.16)
(u(z,0),v(x,0)) = (up(z),vo(x)) em €, (2.0.17)
(ut(z,0),ve(z,0) = (ur(x),vi(z)) em £, (2.0.18)
n(z,0,s) =u(x,0) — u(x,—s), emf x (co). (2.0.19)

Observagdo 2.1. Para ndo carregar na notacdo, quando possivel, omitiremos os argumentos
(x,t) e (z,t,s).

2.1 Hipotese Sobre o Nucleo g

Assumiremos as seguintes hipdteses sobre g, as mesmas usadas em [22]:
g€ CHRY)NLYRY), g(t) > 0, 30, ¢1 > 0: —qog(t) < g'(t) < —qg(t), ¥t > 0(2.1.1)

Observagdo 2.2. Note que estas hipdteses sobre o nicleo g € mais geral do que em [4].
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2.2. A Energia do Modelo 14

2.2 A Energia do Modelo

O funcional energia do sistema (2.0.13) — (2.0.19), é dado por

o0

1
E(t) = 5/{\ut|2+ [oel* + Bo |Vul” + |vv|2a|uv\2+/g(s) |Vn(-,s)\2ds} d.
Q 0

(2.2.1)

Temos a seguinte relacionada com F(t).

Proposicio 2.3. A energia E(t) associada ao problema (2.0.13) — (2.0.19) satisfaz a seguinte

estimativa:

oo

E'(t) < —%/g(s)/\Vn(x, s)|? dsdz. (2.2.2)
0

0

Prova. De fato, a prova desta proposicao € feita usando o método da energia. Multiplicamos as

equagdes (2.0.13) e (2.0.14) por u, e vy, respectivamente e integramos em §).

Na equag@o (2.0.13) temos:

oo

/ upty — BoAuuy — /g(T)An(-, T)uy dT + avuy p de =0, (2.2.3)
Q 0
dai segue que:
1d
/uttutdx = 5% / |ut|2dx, (224)
Q Q
_ b d 2
—Bo | Auwdr = By | VuVudr = 5 |Vul|” dz. (2.2.5)
Q Q Q

CORDEIRO, S. M. S. PDM - UFPA
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Temos também que:

-/ 7 9(5)An(-, s)ue ds; dz = 7 () [ Tntes)Vuads

Q - Zgwg/w- IV () + (1)) ds di
- 7 g<s>7v< )Vu(- )ds dr
n Zg@):/w V-, s)ds dr.

de onde segue que

—//g(s)An(-,s)ut ds;dr = di/ /|V77 s)|* ds da
Q0 0

. / §(s) / V(- s) ds dz. (22.6)
0

Q

DO | =

Substituindo (2.2.4) — (2.2.6) em (2.2.3), obtemos:

1d , L Ld i ,

~4 dr+ 202 s Ls)2ds d

th/‘Ut| T+ 5 dt/\Vu\ 2d / /\Vn(,s)| s dx
Q 0 Q

—%/g’(s)/\vn(-,s)\zds dx+/owutdx:0. (2.2.7)

0 Q Q

Na equagdo (2.0.14) temos:

/ (vgvy — Avvy + quyy) dx =0, (2.2.8)
Q
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2.2. A Energia do Modelo 16

dai temos:

N —
&|g‘

/ Vit U dr =

Q

—/Am}t dr = /VvVvt dr =
Q

Q

/ v,|* d, (2.2.9)
Q

%/|V’U|2 dz. (2.2.10)
Q

DN | —

Substituindo (2.2.9) e (2.2.10) em (2.2.8), obtemos:

th/\vt\ dx+§%/|Vv| dx—i—/ozuvt dr =0 (2.2.11)

Q

Somando as equagdes (2.2.11) e (2.2.7) e notando que:

d
/owut + auvy de = /a(uv)t dr = pm /a(uv) dx,
Q

Q Q

obtemos:

1d L 1d L Ld )
Q Q

Q
- )
= Q/g /\Vn s)|”ds dx (2.2.12)
0

de (2.2.1), temos que

E'(t) /|V77 s)|* ds da

wl»—‘
\
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e usando as hipéteses sobre a funcdo g, obtemos:
[ee]

E'(t) < —%/g(s)/wn(-,s)\?ds dz < 0.

0

de onde segue,

E(t) < E(0),Y t > 0. (2.2.13)

O que nos leva a afirmar que o sistema em questdo, é dissipativo, onde o funcional F(t), é

denominado a energia do modelo, o que conclui a demonstragao. ]

2.3 O Cenario de Semigrupo

O sistema (2.0.13) — (2.0.19) pode ser reescrito na forma matricial. Para tanto, considere
U = (u,us, v, vy, n)T, onde 7" indica a transposta do vetor UU. Deste modelo o vetor U satisfaz o

seguinte problema de Cauchy:

U
o = AU (2.3.1)
U©) = U, (2.32)

onde Uy = (ug,u1,vo,v1,m0)" ¢ A : D(A) C H — H corresponde ao operador diferencial,

dado formalmente por:

0O I 0 0 0
BoA 0 —al 0 [g(s)dsA
0
—al 0 A 0
0 0 —Ts

onde 7 esta definido por:
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2.4 Espacos Funcionais

A partir da energia do sistema (2.0.13) — (2.0.19), denotamos por LZ(R*; H(€)), o espago de

Hilbert com peso g e com valores no espago H (€2), isto é:
L2 1) = (£ [ ot) [ VA7 dods < o),
0 Q
munido com o seguinte produto interno:

(f, ) 2@+ mioy = [ 9(s) | V(z,s)-Vh(z,s) dz ds.
[#]

Para dar uma formulagdo precisa do nosso problema de evolu¢do, consideramos o seguinte

espaco de Hilbert:
H = Hy(Q) x L*(Q) x Hy(Q) x L*(Q) x L2(R*"; Hy(Q))
munido do seguinte produto interno:

(U,v) = Bo/Vu1-Vv_ldx+/U2v_2dx+/VU3-Vv_3dx+/u4v_4dx
Q Q Q

Q
—i—a/(ulv_g + ugvy) do + /g(s) /Vu5(x, s) - Vus(x,s) dx ds, (2.4.1)
0 0 O

. — T — T
onde: U = (ul,u2,u3,u4,u5) , V= (Ul,UQ,U3,U4,’U5) c H.

Aqui vamos considerar:

o0

MA)Z{Wwwwmfeﬁ;Bw—/@@ﬂ$%eﬂﬁmﬂH%%
€ HYQ),v e HY(Q) N HX(Q), $ € HY(Q).n € D(T))

D(T)={ne L(R"; Hy(Q));ns € L2(RT; Hy(2)),n(0) = 0}
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onde, 1 € a derivada distribucional de ) em relacdo a varidvel s.

Munidos destas informacdes preliminares, estamos em condi¢des de enunciar 0 nosso teo-

rema de existéncia e unicidade de solucoes.

Teorema 2.4. O operador A gera um semigrupo Cy-de contragdo S(t) sobre H. Entdo para
todo dados iniciai Uy € H, o problema (2.0.13) — (2.0.19) tem uma tinica solugdo fraca U (t) €
CY([0, co[, H). Além disso, se Uy € D(A), entdo U(t) é solucdo forte de (2.0.13) — (2.0.19),
isto é U(t) € C*(]0, 00[, H) N C°([0, 0o[, D(A)).

Prova. Por defini¢do D(A) ¢ denso em H. Agora para U = (u, us, v, v, 1) € D(A) e usando

o produto interno (2.4.1) temos

[e.e]

(AU U) = 60/Vut Vudx—l—/ﬁoAu—ow—i-/g s) ds)uy dx
Q 0
+ /Vvt-Vvdx—l—/(Av—au vtdx—iroz/ uv + uvy)
Q Q
+ /g(s)/V(ut—ns(s))~V77(s) dzx ds
0 Q
= Bo/Vut-Vudx+B0/Auutdx—a/vutdx+/g s)uy ds dx
Q Q 0
+ /Vvt-Vvdx—l—/Avvtda:—a/uvtdx—l—oz/utvdx—l—oz/vutda:
Q Q Q Q Q
+ /g(s)/V(ut—ns(s))~Vn(s) dzx ds
0 Q
= /g(s)/An(s)ut ds dx+/g(s)/Vut-V7](s) dx ds
0 Q 0 Q

o0

_ /g(s)/ () - Vn(s) dz ds

0

- / /vns n(s) da ds.
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Usando (2.1.1), obtemos:

Re(AU,UY = % / 4(s) / Vn(s)|? da ds

0
00

< —%/g(s)/\Vn(sﬂ2 dr ds <0 (2.4.2)
0

0

portanto, .4 é um operador dissipativo.

Nossa intencdo € usar o teorema de Lummer-Phillips, ver [23]. Para isto, devemos mostrar

que (I — A) é sobrejetivo. Entdo considere a equagdo resolvente:
(I-AU=F

onde U = (u,p,v,0,n)" e F = (fY f% f3, 4 f°)T € H. Deste modo, reescrevemos a

equacao resolvente em termos de suas componente, para obter o seguinte sistema:

u—gp = [, (2.4.3)

© — BoAu + av — /g(s)An(s) ds = f?, (2.4.4)
0

v—1 = f37 (2.4.5)

v—ANv+ou = f4 (2.4.6)

n—e+n = f> (2.4.7)

Multiplicando (2.4.7) por "%, em seguida integrando de 0 até s ambos os lados da equagio,

obtemos:

s

n(-,8) = @()(1 —e®) +/€T_Sf5(-,7') dr. (2.4.8)

0

Substituindo (2.4.3) e (2.4.8) em (2.4.4), obtemos:

[e.e] S

u— B,Au+av = f1+ 2+ /g(s) (e —1)Af? —G—/GT_SA]CS(T) dr| ds, (2.4.9)

0 0
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onde:

[e.e]

By = Bo + /g(s)(l —e %) ds.

0
Note que, 3, é uma constante positiva em virtude de (2.1.1). Além disso, € facil ver que o lado
direito de (2.4.9) estd em H ().

Substituindo (2.4.5) em (2.4.6), obtemos:

v—Av+au= >+ fi (2.4.10)

Devemos mostrar que u, v € H}(Q). Para tanto, considere a seguinte forma bilinear:

a((I)l, (1)2) = /u1u2 dx + /’012}2 dx + 59/Vu1 . VUQ dx
Q

Q Q

+ /Vv1 - Vg dz + oz/(vluz + u1v9) (2.4.11)
Q

Q
onde, (I)l = (ul,’U1> € (I)Q = (Ug,’Ug).

Note que, a(P;, P,) € bilinear continua e coerciva, portanto, pelo Lema de Lax-Milgram, ver
[24] existe uma Unica solugdo
u,v € Hy(Q).

De (2.4.3) € (2.4.5), temos p, v € H} (D).

Agora de (2.4.8), obtemos:

In(,s)II> = H@(-)(l—e_SH/67_51“5(-77) dr|f*

IN

)@= eE 1 [ o) drlP
0
ou melhor:

2 2 2
01122 e b0y < € (H‘PHH&(Q) + HfSHLg(R+;H3(Q))> ; (2.4.12)
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2.5. Perda de Estabilidade Exponencial 22

de onde concluimos que
n € Ly(R™; Hy ().

De (2.4.4), obtemos:

oo

BoAu + /g(s)An(s) ds € L*(Q).

0

Por outro lado de (2.4.7), obtemos:

Insll* = [1f° =0+l
HnsHig(R+;H§(Q)) < C <||90||§{(}(Q) + Hf5||%§(R+;H(}(Q)) + HnHig(RﬂH&(Q))) ;
de onde podemos concluir que:
ns € Ly(R™; Hy()).
Novamente de (2.4.8), obtemos:

n(0) = 0.

O que prova a sobrejetividade de (I — A), portanto pelo teorema de Lummer-Phillips (ver

[23]), o operador A é o gerador infinitesimal de um semigrupo C, de contragao. ]

2.5 Perda de Estabilidade Exponencial

Nesta secao provaremos que o operador resolvente ndo € uniformemente limitado. Isto significa
afirmar que o semigrupo, associado ao sistema (2.0.13) — (2.0.19), ndo é exponencialmente
estdvel. Para simplificar os cdlculos, suponhamos que o niicleo seja da forma g(t) = e **, com

t € R e > 1. Para alcangarmos esta finalidade, usaremos o teorema de Priiss [17] a saber:

Teorema 2.5. Seja S(t) = e um semigrupo C, de contragées sobre um espaco de Hilbert H

gerado pelo operador A. Entdo S(t) é exponencialmente estdvel, se e somente se,

p(A) 2 {ip: B € R} =R,

T 16— A < .

CORDEIRO, S. M. S. PDM - UFPA



Capitulo 2. Existéncia e Unicidade de Solu¢do Forte de um Sistema de Equacdes de Ondas
Acoplado com Memoria 23

onde p(A) é o conjunto resolvente do operador A.
Prova. Ver [17] [ |

Para estudarmos o comportamento assintético do sistema em questdo, considere o seguinte

problema espectral:

(2.5.1)

—Aw,, = Apw,, in €
Wy, =0 on T

onde,

lim A, = +o0.
m—00

O teorema que vamos enunciar neste momento, descreve o principal resultado desta secao.

Teorema 2.6. Suponhamos que g(t) = e ", comt € R* e yu > 1 € o niicleo e que S(t) é o
semigrupo Cy de contragées gerado por A, ambos associados ao sistema (2.0.13) — (2.0.19) .

Entdo S(t) ndo é exponencialmente estdvel.

Prova. Do teorema 2.5, devemos mostrar que existe uma sequéncia de nimeros complexos \,,,

tal que

[ (A — A)_IHE(H) — 0. (2.5.2)

O que equivale provar que, dada uma sequéncia F},, € H, com ||F},||3 < 1, de modo que
|(And = A)T |y — o0 (2.5.3)
onde,
AnUp — AU, = F, (2.5.4)

com U,,, nao limitado.
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Para simplificar a nota¢do, omitiremos o subindice m. Entéo a equagdo (2.5.4) fica escrita

da seguinte forma:

idu— o= f1,
iNe — BoAu+ av — [ g(s)An(x, s)ds = f?,
o — = f3, 2.5.5)
iy — Av+ au = f4,
\ i — @+, =[5

Considere as seguintes identidades: f' = f2 = f5 = 0, obtemos ¢ = iAu e 1) = i\v.

Fazendo f? = f* = w,,, o sistema (2.5.5) torna-se:

—Nu— BoAu+ av — [ g(s)An(x, s)ds = wy,
220 — Av + au = w,y,, (2.5.6)
1N +ns —1Au = 0.

Estamos interessados em solucdes da seguinte forma:
U = AW, V= bwm> P = CWpn, ¢ = dwm> 77(33> S) = V(S)wm

com a,b,c,d € C e v(s) dependente de )\, serd determinado explicitamente na sequéncia. de

(2.5.6), verificamos que a e b satisfazem

—X2a + Boarn + ab+ A [ g(s)y(s)ds = 1,
~N2b+ Amb 4+ aa =1, (2.5.7)
v'(s) +iXy(s) —iXa = 0.

Resolvendo (2.5.7)3, encontramos:

v(s) = Ce™™ +a. (2.5.8)

Desde que 77(0) = 0, entdo C' = —a, e (2.5.8) pode ser escrito da seguinte forma:

v(s) = a — ae™ ™. (2.5.9)
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De, (2.5.9) temos:

7 9(s)(s) ds

I
o —

g(s)(a —ae™™%) ds = aby — a/g e ds (2.5.10)
0

onde,
= /g(s) ds
0

Agora, escolhendo A = \/\,,,, e usando as equacdes (2.5.7); e (2.5.7), obtemos:

1
a=—
a’
A 1— Am [ 1
b= ( fo) _ Am /g s) ds+ —,
o o
0
A Am
c=1 ,
Qo
d=1ivAp - ds + —
V(B 2 [ () (s) ds + )
0
Lembrando que:
VAm
Y= CWy, =1 W,
«
como o w,,, Sa0 ortonormais, obtemos:
Am
H‘PH%?(Q) 2
Portanto, temos:
i |[Un|[3, > Tim @72y = lim A _ 00
m—o00 milH = m—o00 L) m—oo (2

Do teorema de Priiss (2.5) segue que, o semigrupo S(¢) ndo é exponencialmente estavel. O que

conclui a demonstracdo do teorema. |
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2.6 Estabilidade Polinomial e Taxa Otima

Nesta se¢@o estudaremos o decaimento polinomial associado ao sistema (2.0.13) — (2.0.19), e,

posteriormente encontraremos a taxa 6tima de decaimento. Considere a equagdo resolvente:

(IN[— AU =F, with Né R and F €H,

ou seja,
iu—¢ = fh (2.6.1)
iXp — BoAu+av—Tn = f2 (2.6.2)
iw—1v¢ = f3 (2.6.3)
i) —Av+oau = f (2.6.4)
i) —o+n, = f° (2.6.5)

Os proximos trés lemas que apresentaremos, serdo importantes para provarmos O nosso re-

sultado principal.

Lema 2.7. As solugées do sistema (2.0.13) — (2.0.19), dada pelo Teorema 2.4, satisfaz

/ / o() [Vl ds dz < K||U|1ul| Pl
Q 0

onde, K é uma constante positiva .

Prova. Multiplicando a equacao resolvente por U, obtemos:
iU ‘3{ — (AU, U)H = (F, U)H
tomando a parte real do resolvente , encontramos

—Re (AU,U),, = (F,U),, .
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Da dissipatividade do operador em (2.4.2),0btemos:

=5 [ 9 [19n) deds = (R0,

0

Agora, usando a hipétese sobre a g e a propriedade do moédulo do produto interno, obtemos:

/ / 9()[Vn(s)[? ds dx < KU [5]| ||, (2.6.6)

que conclui a demonstragao. |

Lema 2.8. Para algum e, existe uma constante positiva K., tal que

60/|Vu\2 dx+/|Vv|2 dx+oz/(uﬁ+vﬂ) dx

Q Q Q
< /|g0|2dx+/W|2dx+6/\Vu|2dx
Q Q Q

HE AUl | F 3+ KUl | F 1,

onde K, é uma constante positiva.

Prova. Multiplicando as equagdes (2.6.2) e (2.6.4) por u e T, respectivamente, e integrando

por partes em €2, e somando os resultados, obtemos:

2A/<pudx+ﬂo/|Vu\ dx+a/vudx+//g -Vu ds dx
Q0

-
=1y
+i)\/w@dx+/|Vv|2 dx+oz/u@dx
Q Q Q
—_———
=15
/f udx+/f v dx. (2.6.7)
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Note que, fazendo i\u em (2.6.1) e substituindo em I, obtemos:

I = —/\@\2dx — /goF de. (2.6.8)
Q

Q

Analogamente, fazendo iI\v em (2.6.3) e substituindo em I5, obtemos:

Iy = —/|w\2das — /zpﬁ de. (2.6.9)
Q Q

Substituindo, (2.6.8) e (2.6.9) em (2.6.7), obtemos:

50/|Vu\2 dx+/\Vv\2 dx+oz/(uﬁ+vﬂ) dx
QO 0

Q
=g/(\<ﬂ\2+|¢\2) dx—o/g<s>JVn-vadx+Q/dex
. - .
+Q/f udx+9/¢f3dx+ﬂ/fvdx. (2.6.10)

Das desigualdades de Poincaré e Yang, obtemos:

Bo/|Vu\2 dx+/|Vv|2 dx+oz/(u@+vﬂ) dx
0 0

Q

< [UeP+10P) dot e [ 1vu? da
Q

0
AR 11 @) + K NU el [F (2.6.11)
Usando o Lema — 2.7, concluimos a prova. [ |

Lema 2.9. Sob condicées Lema anterior, temos que

b
50/|g0|2 de < e/(|Vu\2+\Vv\2) dx
Q

Q
+ KU1l

+ KUl Flln,
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e

1 K
(———)/de < EKJAPIU|Flle

2 AP
Q
+ KUl F|l3
com |\| > 1 grande o suficiente.
Prova. Multiplicando a equagdo (2.6.5) por fo ) ds P e integrando em (2, obtemos:
i [ o) [nspdeds i [162dr + [ o) [nop dods
0 Q 0 0 Q
=T
o [ £ doas
0 0
onde by = fo ) ds. Por outro lado, observe que:
/g(s)/ s(s)P dx ds = /g /n(s)@ dx ds.
0 Q 0 Q
Entio, fazendo i\ em (2.6.2) e substituindo em 5, obtemos:
bo/\gp\2 dx = —60/ (s )/ (s)AT dx d8+a/g(s)/n(s)ﬁ dx ds
0 Q
S AVECICES I VECE
o \o 0
+/g’(s)/7](s)$ dx ds—/g(s)/n(s)f2 dx ds. (2.6.12)
0 Q 0 Q
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Usando as hipéteses sobre g dada em (2.1.1) e as desigualdades de Poincaré e Young, obte-

mos:

bo
> [ 1oP do < e [(TuP+90P) do + KollnllEyee syny + KUl Flbe
Q Q

Usando o Lema — 2.7, obtemos:

b
> [ 16 do < e [(FuP -+ [96) do + KNPl [Flbe+ KUl Pl
Q Q

Para mostrarmos a segunda desigualdade substituiremos a equacao (2.6.1) em (2.6.5). obte-

mos,

ixn —idu+n, = f°— fL. (2.6.13)

Agora, isolando u em (2.6.4) e substituindo em (2.6.13). obtemos,

ixam — A2 — idAv + an, = a f° — f1) +idfh (2.6.14)

Multiplicando a equago (2.6.14) por [ g(s)v, integrando por partes em €2, e procedendo

da mesma maneira que na primeira estimativa, obtemos:

1 K
5 [ 10 de < o [ o+ KINF L P+
Q Q

De onde segue a segunda desigualdade. O que completa a prova do Lema. ]

Agora, estamos em condi¢des de mostrarmos o principal resultado deste Capitulo.

Teorema 2.10. O semigrupo associado ao sistema (2.0.13)—(2.0.19) é polinomialmente estdvel
‘ K
S(t)U, < —||U .
1S () Vol < \/EH ol Iy

Além disso, este resultado é étimo.
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Prova. Usando do Lemas (2.7), (2.8) e (2.9), escolhendo um ¢ > 0 suficientemente pequeno

para um |\| > 1 grande o suficiente, temos:

U1 < KINNUIl I F e+ K|IFI[,.
De onde segue que,

1
Ul < KPP + KNI+ 5101

Assim, obtemos
U115, < KIAIFIL,
que € equivalente a

101l < KIAPIIF 3.

Portanto,

IO = A) 71| < KA.

Entao, usando o Teorema 2.4 de [25], obtemos:

_ 1 _ K
ISHATY| = 0(72) = [[SH)ATFl3 < —||F||n-
Vit
Desde que A é sobrejetivo sobre H, entdo considerando AU, = F', da dltima desigualdade,
obtemos
IS Vslln < A
ollH = NG ol|H
de onde, segue que:
1S Ul < 1106l (26.15)
olln = i ol|D(A) .6.

o que nos leva afirmar que a solu¢@o tem estabilidade polinomial.
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Para provarmos que esta taxa de decaimento é 6tima, usaremos argumento de contradi¢do.
1 S T 2o
Suponhamos que a taxa ¢t~ 2, pode ser melhorada, e que a taxa ¢~ 2—< € a taxa O6tima, para algum

0 < € < 2. Suponhamos que o operador

A2

(A] - A)_IHJ

¢ limitado, ver [6]. Para isto, suponhamos que exista uma sequencia (\,) C Rcomlim,_, |A,| =
ooe (U,) C D(A) para (F,) C H, tal que

(i\d — AU, = F,

é limitadoem H e

. —24+ £ o
uh_{go‘)‘u| 2|Uul|ln = o0.

Seguindo os mesmos passos da demonstracdo do teorema 2.5, podemos concluir que

I\ 722U 3 > O(p%) — 0o, quando 1 — o0,

Provando que a taxa nao pode ser melhorada. O que conclui a demonstracao do teorema. Wl
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CAPITULO 3

Existéncia de Solucdes para um Sistema de Bresse

Neste capitulo investigaremos a existéncia e unicidade de solugdes para o sistema de Bresse

com duas dissipacdes ndo lineares.

3.1 Fundamentacao Tedrica

Basicamente, as hipéteses para o modelo dindmico de vigas curvas sado realizadas considerando
uma curvatura no plano de um arco circular de comprimento L, raio R, se¢ao transversal A,
momento de inércia I, médulo de Young F, mddulo do cortante GG e fator de correcdo k, no

esforco cortante da estrutura.

As equacoes diferenciais que governam o estiramento de uma viga curva, isotropica e line-

armente eldstica, de raio R e comprimento L, sdo expressas de acordo com as seguinte leis:

33
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Equacoes de Movimento:
pApy = Q.+ R 'N (3.1.1)
ply = M, —Q (3.1.2)
pAwy = N, — R'Q. (3.1.3)
Equacoes de Tensao-Estiramento
e = w,— R (3.1.4)
N o= @+ R w4 (3.1.5)
ko= . (3.1.6)
Equacoes Elasticas Constitutivas
N = FAe (3.1.7)
Q = kGAy (3.1.8)
M = EAk, (3.1.9)

onde, t € o tempo e x a distancia ao longo da linha central da viga curva. No primeiro conjunto

de equagdes, as forcas internas sao a forga axial IV, a for¢a cortante () e o momento da curvatura

M. O deslocamento total da linha central da viga curva possui um deslocamento tangencial w,

um deslocamento transversal/normal ¢ e a rotacao das sec¢des transversais denotado por 7).

Das equagdes (3.1.1) — (3.1.9), obtemos o seguinte sistema de equagdes diferenciais parciais

hiperbolicas e acopladas:

p1ou — K(pe + ¥+ lw), — Kol(wy — L)
P2y — bibyy + K(0r + ¥ + lw)
prwy — Ko(We — 19)e + Kl(pz + ¥ + lw)

0, (3.1.10)
0, (3.1.11)
0. (3.1.12)

Aqui, p1 = pA, po = pl, k = K'GA, kg = EA,b = El el = R™!. Essas equagdes também

sdao chamadas de equacdes de Bresse para vigas curvas.

CORDEIRO, S. M. S.
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e

e ¥
\

FIGURA 3.1: O Arco circular

3.2 O Modelo a Ser Investigado

Com base nas fundamentacdes Tedricas acima, investigaremos o seguinte sistema de Bresse

com dois mecanismos dissipativos nao lineares do tipo atrito dado por

p1ow — K(pz + ¥ + lw), — Kol(we — lp) =0, em

(
P2¢tt - b¢xw + K(Spm + ¢ + lw) + hl (¢t) - 07 em (07 ) X (07

(3.2.1)
(3.2.2)

P1Wit — KJO(wz - lgp)x + K,l((pz + ’gb + ZCU) + hQ(Wt) = 07 em (Oa L) X (Oa T)>(323)

¢(0,1)
(10('7())
w(+,0) =wo(+), we(+,0) = wq(+), YV € (0, L).

O(L,t) =1,(0,t) = . (L,t) = we(0,t) = wy(L,t) =
@o(+); @i(+,0) = 1(-);9(+,0) = to(), (-, 0) = Y1 (),

(3.24)

(3.2.5)

Observe que quando R — oo, [ — 0 resultando em um sistema de Timoshenko com um

mecanismo dissipativo ndo linear, dado por

prpw — K(pe + ). = 0, (3.2.6)
p2¢tt _ bwmﬁ + K(sz + w) + hl (¢t) = O, (327)
CORDEIRO, S. M. S. PDM - UFPA
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com as seguintes condi¢des de contorno:

0(0,1) = @(L, 1) = ¢(0,t) = (L, t) = 0 Yt = 0, (3.2.8)
02(0,1) = pa(L,t) = 2(0,1) = ¢ha(L,t) = 0 VE = 0, (3.2.9)

e condicdes iniciais:

30('70) = 900(')7 th(UO) = @l(')?@D(UO) = ¢0(')’ 77bt('>0) = ¢1()vx € (0’ L) (3.2.10)

O sistema (3.2.7) — (3.2.10), foi estudado por Fatiha Alabau-Boussoira [19].

Para chegarmos ao nosso objetivo, vamos considerar algumas informacdes preliminares que

enunciaremos abaixo.

3.3 Hipoteses.

Para a resolucé@o do problema (3.2.1) — (3.2.5), assumiremos as seguintes hipdteses:

(H1)

Sejam, h; : R — R, (i = 1,2), fungdes monStonas ndo decrescentes e ndo-lineares de classe

C'(R), e suponhamos que existam constantes reais positivas Cy, (k = 1, ..., 4) tais que:
hi(s)s>0, VY seR i=1,2 (3.3.1)

Chls| < |hi(s)] < Chals], || > 1, i={1,2}, k={1,3}.  (3.32)

(H2)

Existe uma fungio g, estritamente nio crescente, inversivel e C'! (R), tal que:
Crlg(s)] < [hi(s)] < C’k+1\g_1(s)\ ls| <1, i={1,2}, k={1,3}. (3.3.3)

onde, g~ ! é ainversa de g.
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(H3)

Existe ; € (0,1), tal que g(r;) < 1, g € C*([0,r3]), onde ry = maz{ry,r2} e uma fungdo

H estritamente convexa, C%([0,73]) e definida por

H(v) = vug(v/v).

Assumindo as hipéteses (H1) — (H3), introduziremos algumas defini¢des preliminares.
(H4)

Seja H 0, 72] — R, uma fungdo definida da seguinte forma:

a_ H(z), se z€l0,r} (33.4)
o0, se x€R—[0,r}

(HS)

Seja F' : [0, +00) — [0, r2) uma funcdo continua, estritamente crescente definida por:

H*(y)
) € 07
Pay={ v severo) (3.3.5)
0, se y=20,
onde H* representa uma funcio convexa conjugada de H, isto é:
H*(y) = sup{zy — H(x)}. (3.3.6)
Entdo podemos redefinir a fungdo F', por:
F(y) B (Hl>—l(y> _ H((H ;)/_ (y))’ se y € [0’ H’(T’%)] 337)
- 102 oJe
-, se y € [H'(rg), +00).

(H6)
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Seja f : [0,2672) — [0, +00), uma fungiio nio negativa estritamente crescente C'! ([0, +00)),

definida por:

fls)=F" (%) Vs e 0,263, (3.3.8)

onde 3 = Bg(), é dado em (3.7.111). Tal dependéncia de F(0) é dada da seguinte forma:
Be©) = max{ni,n2, £(0)}, onde 7, e 7, sdo constantes que nio dependem de £/(0), mas das

caracteristicas fisicas da viga, isto €, dependem de [, p1, p2, b, Kk € K.

(H7)

Tomando ro como em (H3) e f = (o), definimos o seguinte conjunto:

F = Fpoaz = 1f € CH([0,2875), [0, +00))}. (3.3.9)

3.4 A Energia do Modelo

Nesta se¢do, analisaremos a energia do sistema (3.2.1) — (3.2.5). Enunciaremos o resultado a

seguir:
Proposicio 3.1. Se E(t) é a energia associada ao problema (3.2.1) — (3.2.5), entdo,

L

E'(t) = —{ /L hy (o )bda + / hg(wt)wtdx}, (3.4.1)

0

isto é,

BE(t) < E(0), Yt > 0. (3.4.2)

Prova. De fato, a energia do modelo de Bresse acima descrito, € constituida a partir do método
da energia, ou seja basta multiplicarmos as equagdes de (3.2.1) — (3.2.3) por ¢, ¢, € w; res-

pectivamente, em seguida efetuamos a integracdo em [0, L], e usando as condi¢oes de fronteira
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(3.2.5), obteremos a seguinte expressao

L L L L L

/Pl@tt@td$+/Pz¢tt¢td$+/01wttwtd$+/b¢x¢xt+/fi(¢x+¢+lw)<ﬂztdﬂf
0

0

o

L L L
+//€(¢x + 1+ lw)dz +/ k(e + U + lw)widr — /moz — lp)pyda
0 0
L L L
—|—/l€0( — lp)wydx + /h1 ) ydx +/h2(wt)wtdx =0, (3.4.3)
0 0 0
ou:
L L L L
/pl¢tt¢tdx+/Pz@%%dﬂ?+/lettwtd$+/b¢z¢ztd$
0 0 0
L L
+/H(<Px+¢+ZW)(g0m+w+lw dx+//<;0 Wy — lo)eda
0 0
L L
+/h1(¢t)¢td$+/h2(wt)wtd$:0. (3.4.4)
0 0

Agora, note que:

L L4 L
/pIth(Ptd$ = 5%//)1‘%‘2 dr;
0 0

L L

dutde = 2 [ pol? d
PYuydl = 5 dt P2| V| AT
0 0

L L4 L
/plwttwtdas = 5@/ \wt|2dx7
0 0

L L4 L

. +ta 2
sz = 55 [lea dn
0 0
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L L
1d
//ﬁ(%; + ¢ 4+ lw)(ps + ¢ + lw)dx = T / |z + ¥ + lw|? du;
0 0
L
1d )
Ko(wz — lp)(wy — lp)dx = 3% /<50|wx —lp|® dx (3.4.5)
0 0

substituindo os resultados de (3.4.5), em (3.4.4) obtemos:

!
d 1
55/ [p1]0e]” + polton]” + prlwel® + blwoa|® + Klps + 9 + lw|* + Kolw, — lp|*da]
A 0 D)
::‘Er(t)
L L
/h1(¢t)¢td$—/h2(wt)wtd$- (3.4.6)
0 0

A Hipétese (3 3.1) sobre as h; para i = 1, 2., nos garante que —h;(s)s < 0, o que nos leva a

afirmar que fo s)sdx > 0, de onde obtemos que:

L

L
0

0

Integrando de 0 até ¢, obtemos:

t L L

/{/hl ¢t wtdx+/h2(wt)wtdaz}dt+E(0),
0 0

seguce que:

E(t) < E(0), YVt >0,

o que nos leva a afirmar que o sistema em questdo, é dissipativo. |
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3.5 O Cenario de Semigrupo

Vamos reescrever o problema (3.2.1) — (3.2.3), em um sistema de EDO de primeira ordem para
O = (p, 01,0, Y, w, wt)’, onde ' denota a transposta do vetor ®. Entdo, ¢ satisfaz a seguinte

equacao:

{ i = AP (3.5.1)
o (0) = D,

onde Oy := (g, 1, Yo, V1, wo,w1) e A : D (A) C H — H é o operador diferencial dado por:
A=—(A; + Ay),

com, A; e A,, dados por:

(k02 —kol) I
P1

(rotrll gy 1

P1

o]
]

£0,1
P1

Ay = ey o G s | (3.5.2)

T T P2 P2

—K)l 92 —kl?
oo, 1 Bpoog =Rl g

o
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Ay = 00 0 _m@ | 0 . (3.5.3)

P2

P1

Aqui, 0,(+), 9%(+) indicam os operadores derivadas de primeira e segunda ordens, respectiva-

mente, na variavel x, e [ o operador identidade.

A energia E(t) em (3.4.6) sugere o seguinte espago de Hilbert  :

H = H (0,L) x L*(0,L) x H} (0, L) x L?(0,L) x H!(0,L) x L?(0, L),

onde, H! (0,L) = H' (0,L) N L2 (0, L) e L? (0, L) = {u € L2(0,L); [ u(x)de = 0}.
Considere o seguinte produto interno :

L
(®, D), = /[plXX1 + padpdr + p1061 + bhuthy o + K (0r + ¢ + W) (P12 + Y1 + lwr)
0

+ro (we — 1p) (Wi — @1)]dz, (3.5.4)
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€ norma

1]

2 = oIz + p2llollZe + pullOl72 + bllwalZ: + &llps + 9 + lwl|72 + Follws — ol 72,
(3.5.5)
onde ® = (p, x, ¢, ow,0) € H.
Assim, A;, A, t€m os seguintes dominios:

D(A) ={® € Hyp,,w € H(0,L),x € Hy(0,L),¢,0 € H,(0, L), ¢y, w, € Hy(0, L)}
(3.5.6)

D (Ay) =H, (3.5.7)

Veremos a seguir o significado de solu¢do para o problema de valor inicial (PVI), segundo
V. Barbu [22].

Defini¢ao 3.2. Diremos que ® : [0, 00) — H, é uma solugdo forte para o problema de valor
inicial (3.5.1), se ¢ é continua em [0, c0), Lipschitziana em cada subconjunto compacto de

[0,00), ®(t) € diferencidvel em [0, c0) e
®,(t) = AD(t), paraquase todo ¢ € (0,00).

Definicao 3.3. A fungdo ® : [0,00) — H,;, serd chamada de solug@o integral para o problema

de valor inicial (3.5.1), se ® € continua em [0, 00), (0) = P satisfaz a seguinte desigualdade:

SB(6) = W < 110(5) — Wi + [ (AU + BO(). B(r) — W) dr

s

paratodo W € D(A)e0 < s <t < oo, onde (.,.)y é o produto interno de H.

Com base nessas duas definicdes, podemos enunciar o resultado de existéncia de solucoes.
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Teorema 3.4. Para qualquer dado inicial ®g = {po, 1, %0, Y1, wo,w1} € H, o problema
(3.5.1) admite uma unica solugdo fraca. Além disso, se g € D (A) a respectiva solugdo serd

forte.

Prova. A ideia da prova é mostrar que o operador A = —(.A; + A;) é um operador maximal
mondtono em H, para tanto usaremos a mesma técnica desenvolvida em [11]. Dividiremos a
demonstracdo do teorema em duas partes. Na primeira parte usaremos o coroldrio 1.1 de Barbu

[26] com o objetivo de concluir que:
(i) O operador —.A; é maximal mond6tono.
Depois usando o teorema 3.1 de Brezis [27], para mostrar que:
(i) O operador —A, é mondtono, hemicontinuo e limitado.
Prova de (1). Mostraremos que —.A; é monétono e que Im(I — A;) = H. Como H é um

espaco de Hilbert, da proposicao 2.2 do livro do Brezis [27], segue o resultado. Na verdade, o

fato de ser monoétono decorre de:

(—A1P, D)y =0, para todo ® € D(A).

Tomemos, agora a fungdo vetorial F' = (Fy, Fy, F3, Fy, F5, Fs) € H. E vamos resolver o

seguinte problema espectral:
b —-AP=F (3.5.8)

para algum ® € D(A), onde ® = (¢, x, v, ¢, w, ). Logo a equagdo (3.5.8) é equivalente a:

o—x=F € H0,L) (3.5.9)

p1X — K(pe + 10 + 1wy — kol(wy — lp) = p1 Fy € L*(0, L) (3.5.10)
Vv—¢=F¢c HN0,L) (3.5.11)

pad — Wby + k(g + 9 + lw) = paFy € L2(0, L) (3.5.12)
w—0=F¢€H0,L) (3.5.13)

p10 — ko(w, — lp)x + Kl(p, + ¥ + lw) = p1Fs € L2(0, L). (3.5.14)
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Isolando, y, ¢ e # em (3.5.9), (3.5.11) e (3.5.13) respectivamente, obtemos:

p1¥Y — K’(pr + ¢ + lw)z - K'Ol(w:c - lgO) = fl € L2(O> L) (3515)
pat) — by + Ky + 1)+ lw) = fo € L2(0, L) (3.5.16)
prw — ko(we — lp)z + Kl(pe + 9 + lw) = f3 € L2(0, L), (3.5.17)

onde,

fi=p(Fi+Fy), fo=pF5+Fy), e fs=pi(Fs+ Fp).

Para F = H,(0,L) x H(0,L) x H!(0, L), seja a(.,.) : F x F — R a forma bilinear
definida por:

L
CL({WD,w};{@,J,@}) = /{p1¢¢+pz¢@5+p1w@+%(¢z+¢+lw) (@:+J+la>
0

+ bty + o (we — 1) @y — 1) }dm.

A forma bilinear a(., .) é continua e coerciva, sobre o espago de Hilbert F, logo pelo Lema de
Lax-Milgram [24], temos que existe uma tnica solugdo {y, 1, w} € F para o seguinte problema

variacional:
o ({p.v,w}i {5,0,5}) = <F; {@ J,a}>, ¥{$.0,5} € F,

onde F' = {fi, f2, f3} € F. Portanto, existe uma tnica solucdo {p,1,w} € F que satisfaz o
sistema (3.5.15) — (3.5.17). Além disso, dado qualquer ' € L?(0, L) x L2(0, L) x L?(0, L), se-
gue dos resultados cldssicos de regularidade eliptica que {p, ¥, w} € F([H?(0, L)x H*(0, L) x
H?(0, L)].

Prova de (ii). Tendo como referencia a hipétese (3.3.1), temos que o operador —.A, satisfaz

a seguinte desigualdade:

(—A®, @)y >0,
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0 que prova a monotonia de —A,. Agora, considere ®; = (v;, xi, Vi, i, wi, 0;), comi =1,2¢

também a seguinte expressao:

(—A2(Py +tDs), P)y = (hi(xa +tx2), X)r2 + (ha(d1 + td2), @) L2,

para todo ¢t > (. queremos mostrar que:

m [(h1(x1 4 tx2), X)12 + (ha(d1 +t2), d) 2] = (ha(x1), X)r2 + (ha(d2), ¢)12.(3.5.18)

li
t—0

Entao, € suficiente mostrarmos s6 a primeira parcela do limite, pois a outra, ¢ andlogo. Para

tanto, considere a fun¢do f € L'(0, L), dada por:

f(@) = hi(xa(@))x(x)

e definimos a seguinte sequencia de fungdo (f,) € L'(0, L), dada por:

) = M) + () x(), (35.19)

entdo, temos que

lim f,(z) = f(x) quase sempre em (0,L).

De fato, considere o seguinte conjunto:

Yn = {x € [0, L]; xa(x) + %X2($) < 1}, (3.5.20)

note que,

h@)] = i (0@ + @) )

Xi(2) + xa(0)

N J/
-~

<1

< ¢

‘X(l’)‘

=

fn(x)) < cl‘x(as)), (3.5.21)

para quase todo = € X, onde ¢; é uma constante positiva.
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Por outro lado, usando a hipétese (3.3.1), temos que:

m (0 (@) + (@) |[x@)]

ful@)| =

< afu) + x| x@)]

< a(pu@)]+ e@)) x|, (35.22)

para quase todo x € [0, L] — 3J,,. Ambos os casos, nos permite concluir que ( f,,) é limitada por
uma fung¢do integrdvel em [0, L]. Entéo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

podemos passar o limite e concluir que —.A45 é hemicontinuo.

Finalmente, concluimos a partis da hipétese (3.3.1), que —.A5 é limitado em subconjuntos

limitados.

Portanto de () e (i7), temos que o operador A, é maximal monétono, e portanto do teorema

3.1 do livro do Brezis [27], concluimos a demonstracao. [ |

3.6 Comportamento Assintotico

Nesta secdo, apresentaremos o principal resultada deste capitulo que é fornecer algumas taxas
de decaimento para as solu¢des do Sistema de Bresse (3.2.1) — (3.2.5). Com base na técnica
introduzida por Fatiha Alabau Boussoira [19]. Esta técnica consiste na criagdo de uma férmula
geral semi-explicita para taxa de decaimento da energia no infinito, quando as velocidades de

propagacdo de ondas das equagdes sdo iguais. Isto é, quando:

Provaremos que a energia associada ao sistema (3.2.1) — (3.2.5), satisfaz:

E(t)SQﬁE(O)ZQ(t)z(t)g’(Z(t))—g(Z(t)) vt > o

(3.6.1)
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onde (), 2 € g sdo definidas como em (3.7.111), (3.12), (3.3) e r € dado por (H3). Assim
temos:

lim E(t) =0,

t——+o00
a taxa de decaimento a ser dada pela estimativa (3.6.1). Para provar a desigualdade (3.6.1) basta

mostrar a seguinte estimativa para a energia:
T
/ E()f(E@)dt < TyE(S), ¥ 0<S<T, (3.6.2)
5

onde T() =2 (((51 + (52 + (53)05 + ((54 + 55>C6)HI(T(2)) + ((52 + 53)05 + (54 + 55)06>» serd de-

terminada posteriormente.

3.7 Resultado Principal de Comportamento Assintético

Teorema 3.5. Assumindo que h;,1 = 1,2., satisfazem as hipdteses H;,j = 1,2., e seja f

uma fungdo arbitrdria no conjunto ‘7:5;;(0) , definido em (3.3.9). Entdo existem constantes
)

positivas 0y, com k = 1,2, ..., 7., independentes de f, tal que a energia associada ao sistema

(3.2.1) — (3.2.5), satisfaz a seguinte estimativa:

/ BWF(E®) dt < 6,E(S)f(E(S))
S

45, / F(E®)) / ha () d dt
S 0

4y / F(EW®) / ha(wo)|? de di
S

0
T L

+oi 2= 22 [ o) [ o de d
ST 0L
P1 Pl
+o5) 22 22 [ p(B) [ |woul? do dt
[re0]
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+§67f(E(t))/L\¢t|2dx dt+§7/Tf(E(t))/L\wt\2 dx dt
S S

0

T L

L T
K
S 0 S

0

—Il

Observagdo 3.6. Para a demonstragdo deste teorema, Assumiremos que velocidades de propagacdes

sdo diferentes, ou seja, 2t # 22 e Kk # Ko .

Prova. A prova deste teorema, segue os passos abaixo.

Primeiro Passo Multiplicando as equagdos (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3) do problema (3.2.1) —

(3.2.5), por =KL f(E(t)) e, b Lf(E(t)) (e +1h+lw) e kgt f(E(t))(w,—lp), respectivamente,
somando-as e em seguida integrando no retangulo [S, 7] x [0, L], onde 0 < S < T, obtemos:

) T L ol T L
1
o / F(E®) / Gutdrds — " / J(E / — lgp)ududt

+

SHN
\%

L T L
f(E /¢tt¢x+¢+lwdxdt+%/f /goz—i-@b—i-lw ) dxdt
S 0

S 0
X T L T L
S 0 °3 0
T T L
1 d 2 Kl
—= f(E(t)) — |wy — lo|" dxdt + — [ f(E( (0r + U+ lw)(wy — lp)dzdt
2 dx Ko
S S 0
X T L T
—i—ﬂ /f /h2 — ly)dzdt — /f gomwx = 0. (3.7.2)
0
s 0 S

Agora, somando e subtraindo:
T

FEd
K

S

T L
e /%t Or + 0+ lw)dxdt e el /f /wtt — ly)dzdt,
K
S 0
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em (3.7.2) e fazendo os ajustes necessdrios, obtemos:

T L 1 T L
%/f /%+¢+lw dazdt:—g/f /h1 V) (e + 0 + lw) dx dt
S 0 S

0
. T
—%O/f(E(t))/hg(wt)( —lp) dx dt + ( &—? /f /%t 0z + Y +lw) dr dt
5 0 5 0
T L L g
P1
+(; /-;0 /f /th — 1) dxdt—— [/f N (pr + 1 + lw)d ]
5 0 0 0
T T L
+%/f’(E(t))E’(t)/¢(%+¢+lw ) d dt+;/f )/|¢t|2d‘r dt

0 S

s
—% [/L F(E())wi(w, — ] /f )E'(t /Lwt — 1) dx dt
0 0
L L T T
Ip1
F(E() 0/ lrpr dir dt — [ | e %%daz} . S/ f(E / Yuordedt

T
/ 0
T T L
+2 5/ f'(E@)E (t)pi), dx dt + %Ol S/ f(E 0/ — o), dx dt
T
/

FE®) [ (pp+ 9+ lw)(w, — L) dz dt. (3.7.3)

St~

Agora, estamos em condi¢des de analisar cada termo do lado direito da igualdade (3.7.3).

Usando a desigualdade de Young, obtemos:
T
1
3 [ 1
s

T T I
%/f )/‘hl(wt>|2dxdt+&/f(E(t))/\¢x+¢+lw|2dxdt,
S 0 S 0

(3.7.4)

ha (V) (g + ¢ + lw)dxdt

O\h

CORDEIRO, S. M. S. PDM - UFPA



Capitulo 3. Existéncia de Solu¢des para um Sistema de Bresse 51

. T L
_/f /hQ — lp)dxdt
Ko
S 0
T

r L
6k Kol )
K_%)l/f /|h2 wy)|? dmdt%—a/f(E(t))/\wm—lgd dxdt,
5 0

S

(3.7.5)

T L
(& - %)/f /%t Yz + U+ lw)dxdt
S

T

L
/th\ dxdt+£/f )/Igox+w+lw\2dxdt,
0

S

IN

= |

= |S>

®'|b
m\ﬂ

(3.7.6)

T L
— = — /f /wtt — lyp)dxdt
K
S 0

T L
P1 Ko ,
6/<o/<ool /|wtt\ dxdt + — » /f )/\wz lp|” dzdt,
S 0
(3.7.7)
Iy [ 7
2 [ 1(e) [ vdaar
S 0
) r 7 l " L
S 0 S 0
(3.7.8)
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(3.7.9)

T

T L L
l 3]
< 5 [ 1) [l = 1ol dzar+ L2 [ 5@ [ fof? dsar
S 0 S 0

(3.7.10)

Os demais termos de (3.7.3), serdo estimados a partir do seguinte argumento: como E(t) é
uma fun¢do monotona nio-crescente, enquanto que f € uma fungdo mondtona nao-decrescente,

temos:

VS<T = ES) >ET);
vV E(T) < E(S) = [f(E(T)) < f(E(S)).

dai obtemos,

T

1
S|P
K

F(E®) / elpn 1+ 4

S

B(T) [ 6iGer +6+ ) (D) + 2AEES) [ lntea+ 0 +)](5)

< Cf(ET)ET) + f(E(S)E(S)] < CLIf(E(S)E(S) + f(E(S))E(S)]
< Cf(E(S))E(S). (3.7.11)
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De modo inteiramente andlogo, temos:

gylﬂmm/%wfw» < Cf(E(S))E(S). (3.7.12)
0 s
P1 /
- ﬂEwﬁ/%% < Cf(E(S)E(S), (3.7.13)
0 S

|2 [rE0E® [ e o+

S

< %/Tlf’(E(t))E’(t)\/L|¢t(s0x+¢+wl
S 0
/

<2 [1rE®)E© B < C [ FEOEO)EE
SS c S ’ c S d
—c [ rEmewen = [ rEo2Renen = [ rEe)g e
< CB(S) [F(B@)§ < CsE(S)/(B(S)), ¥ 0< S <T. (3.1.14)

< CE(S)f(B(S)), ¥ 0< S <T.37.15)

m|E>
m\'ﬂ
“’1

< CE(S)f(B(S)), ¥ 0<S<T. (3.7.16)
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Onde, C, sao constantes positivas arbitraria que dependem de [, p1, p2, Kk, Ko € b, substituindo
os resultados de (3.7.4) a (3.7.16) em (3.7.3), obtemos:

DO

T L
o [ B0 [1on+0+ toPsar <
S 0

CE(S)S(ES) +C [ FEW) [ @l dvde+C [ 7(E@) [ ) do d

5 0 . )
+C FE®) | |wul” dadt
[reof

pi_pe
K b

p_p
K Iav)

T L
2 2
S/ FE®)) / ul? dodt 1O

+C/Tf(E(t))/L|wt\2 da dt+C/Tf(E(t))/L\wt\2 dz dt

ST OL ] T L
s [ 1E®) [0 dear 50 [ 1E@) [ 1o~ 10 doat
S 0 S 0
T L
P1 2
+R/f(E(t))/|got| da dt. (3.7.17)
S 0

Segundo Passo

Seja y a unica solugdo do sistema:

{ Yoo = (Y +1w),, in (0, L) (3.7.18)
y(0) = y(L) = 0.
de onde obtemos:
L
Ve = —(V¥ + lw) + % /(w + lw)dz, (3.7.19)
0
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elevando ao quadrado, ambos os lados da igualdade e em seguida integrando de 0 até L obtemos:

L L

ot~

0 0

ou melhor:

L L L
/W + lw)*dx = /yidm + % /(¢ + lw) dx
0 0 0

Por outro lado, da desigualdade de Poincaré, obtemos:
L
/w—l—lw 2dx<C’/ Y+ lw)?
0
agora, comparando (3.7.20) e (3.7.22) obtemos:

L L
0/ 0/¢+lw

onde C' é uma constante que depende de L.

Usando (3.7.23) em (3.7.21), obtemos:

L L L
/@b—i—lw C/@D—Hw dx—irC/ Or+ U+ lw)? dv < CE(t).
0 0 0

yide = /(¢ + lw)*dx — % /(w + lw) dx

2

(3.7.20)

(3.7.21)

(3.7.22)

(3.7.23)

(3.7.24)
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Multiplicando a primeira equagdo de (3.2.1), por s~ f(E(t))(p—y) e integrando em [ S, T'| x
[0, L],obtemos:

= / F(EW®) /
/

T L
©?dxdt + / fIE( / Op + O + lw)dadt
0

Y+ lw)? — y2drdt = /gotcp y)d

_l’_
D
i’:

L

0
T
o — y)dadt — ,_: / F(E(t)) / oyrdadt
S 0

+
=2
—
“’1
O\h

T L
ol / f(E / — 1) (¢ — y)dadt. (3.7.25)
K
S 0

Para estimar o lado direito de (3.7.25) precisamos estimar a norma de (i —y) em L?(0, L), para
este feito, procederemos da seguinte forma: Uma vez que (¢ —y) = 0emx = 0ex = L da

desigualdade de Poincaré temos:

L L
/\so—y|2dx§0/l(<ﬂ—y)x|2dx (3.7.26)
0

mas de (3.7.19) temos:

L

1
(Sp—y)x:(¢z+¢+lw)—i/(gpz+¢+lw)2d;ﬁ
0

ou seja,
L
/I@ Y)al” <0/|<pz+¢+lw| dz < CE(t) (3.7.27)
0

de (3.7.26) e (3.7.27) obtemos que:

/\@ —y|* < CE(). (3.7.28)
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Por outro lado, gragas a (3.7.21), podemos reescrever o terceiro termo do lado esquerdo de

(3.7.25) da seguinte forma:

T L L
/f( / Y+ lw)? — yidedt = /f / Y+ lw)?dxdt. (3.7.29)
S 0 0

Usando (3.7.29) em (3.7.21) obtemos a seguinte identidade:

) T L T L
1
;S/f(E(t))/gofdxdt—l-/f O/%+¢+lw ) dxdt

T L L
+%/f /¢+lw )dxdt = /gotgo y)d ]
S 0 0
T L T L
+%/f’ /sot ¢ —y)drdt — ;/f )/cptytdxdt
S 0 S 0
l T L
pt / FB@®) / (@ — 1) (p — y)ddt. (3.7.30)
S 0

Estimando os termos do lado direito em (3.7.30), obtemos:

P1 /
Pl e il — y)dadt| < Cf(E(S))E(S). (3.7.31)
[
PN HEW®) [ o -ds| | < CHES)ES) 673
0 S
P1 P1 2
14 / a0 / pupdad] < 21 / a0) / (o drdt + CF(B(S))B(S).

(3.7.33)
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|2 [ ) [ to)(e - y)dade

< “—(’l/f(E(t))/\wz—zgo|2dxdt+0f(E(S))E(S). (3.7.34)

Substituindo (3.7.31) a (3.7.34) em (3.7.30), obtemos:
T L T
2'0—1/f /¢2dxdt+/f /‘¢x+¢+lw| dxdt
K
S 0 S 0

T L l T L
+1/f /¢+lw dzdt < Cf(E( ?/f )/\wx—lgo|2dxdt.
S 0 S 0

(3.7.35)

Terceiro Passo

Multiplicando a equagdo de (3.2.2), por b~! f(E(t)) e integrando em [S, T'] x [0, L], tem-se:

/T f(E / |th [P dadt = [ / wtzﬁdx}
S

0

p

& /T F(E@®)E (t) /L Yupdrdt + 22 /T F(E()) /L Yidudt

L

,
/f(E(t))/ O + 1 + lw)hdadt +
S 0

+

|

+

S =

T L
/f /hl Wy )pdadt. (3.7.36)
S 0
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Da equag@o (3.2.3), obtemos:

S/f

(pp + 1 + L) dz dt

O‘IE

O\h O\“

T
= % /f (prwse — Ko(we — 1)z + ha(we)) ¥ dx dt
S
T L L T
- ’;— / / wi da dt — [f(E(t)) / Wi da}
T T L ’
f(E why de dt + — | f(E —lp), dz dt
e ! [ e f
i e |
+— [ f(E ho(we) dz dt. (3.7.37)
bl S 0

Substituindo, (3.7.37), em (3.7.36),0btemos:

/Tf(E(t))/Llwdexdt: -

0

+% /T F(B)E'(t) /L wtwdxdter—bz /T f(E(t)) /L i drdt

ﬂﬂm/mw4

+%/E'(t)f'(E(t))/Lwt¢ du dt — f(E(t))/LWW déE]T
S 0 S
_S/f(E(»O/Wtdde—S/f O/ U)o, da dt

T L T I
+%/f(E(t))/h2(wt)w da dt+%/f(E(t))/hl(wt)wdxdt. (3.7.38)
S 0 S 0
—T, ~

Estamos em condi¢des em de estimar os termos do lado direito em (3.7.38). Note que, todos

os termos do lado direito da identidade acima, sdo estimados facilmente, usando os mesmos
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argumentos dos passos anteriores, porém os termos /5 e I3, devem ser estimados de modo

especial. Faremos tal prova apenas, em /5, pois em /3, serd feito de maneira idéntica. Para tal,

usaremos as desigualdades de Cauchy-Schwars, Poincaré e Young, respectivamente.

L

ST
—=
kﬂ
O\h

0

S
S/T ] Gamisaty | oo
S

/T FEW) / o) Pt + / FE®) / [ P,
S S

0 0

IN
Q

de modo andlogo, temos:

! / ey

0

+ / a0) / [vuldsd,
S

0

<O/f )/L|h1(¢t)|2dxdt

< CF(E(5))E(S),

<%2 B 1) f(E(t))/[wt + P vda

(Z2+2) < CF(E(S))E(S),

T L
S/f 0/ wy + Uy]pdadt

1
ho(wy)dzdt] < /f /b2l2‘h2 wy)| /|¢\ dxdt

(3.7.39)

(3.7.40)

(3.7.41)

(3.7.42)
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S/f(E(t))/wtwt dx dt SCS/f(E(t))/|wt|2dxdt

0 0

T

¢ [ rEw) / P dadt,

(3.7.43)

[en]

T L
’il/f / — )b, da dt
0

S

T T L
1
C/f )/Iwz—lap\zdasdwrZ/f(E(t))/\%Fdxdt. (3.7.44)
S 0 S 0

Substituindo, as estimativas (3.7.39)—(3.7.44), em (3.7.38), e fazendo os ajustes necessdrios,

obtemos:
%/TJ“(E(t))/LIwI\2 du; dt < Cf(E(S))E(SHCif(E(t))/Llhl(@bt)Ide dt
S 0 S 0
/T /w? da dt+0/f /|h2 ()2 dz dt
+Os/f(E(t))0/|wt|2dx dt+C’S/f(E(t))o/\wx—lgo|2dx dt. (3.7.45)

Quarto Passo

Multiplicando a equagdo de (3.2.1), por k! f(E(t))(w, —lp) € integrando em [S, T'] x [0, L],

tem-se:

L T L
al / FE®) / unlws — Lip)dwdt + / (B / oo+ 1+ 1) (wa — 1), durdt
0 S 0

L
= / F(EW) / oy — lp[2duds = 0,
0

(3.7.46)
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mas, CoOomo:

Kl 1
(e = 1), = Brwn + — (e 1) (). (3.7.47)
Ko Ro

Substituindo, (3.7.47) em (3.7.46), obtemos:

L

T T L
2 [ 1) [ eut.~10) dasdt+/€ [ 1) [0+ 0+ toyoudadt
0
S S 0

0

(.

-~

~
=1 =I5
T

L T L
wl 200t — 0! P
+2 / FE ) / (or -+ + b — 2 / o) / o — gl di

T

1/f

(pe + 0+ lw)hs(wy) do dt = 0. (3.7.48)

O\h

Agora, ajustando os termos I e I5 alguns dos termos em (3.7.48), obtemos:

% / F(E()) / ou(we — o) do dt = % F(E()) / sot(x,t)(wz(x,wlw(x,t))]
S 0 0 S

P1 /

- = [ f(E oi(we — lp) dx dt
: freweo fo
P1

— = [ f(E®@) | g dz dt
: [ |

+ %l/f(E(t))/deﬂf dt, (3.7.49)

S 0

CORDEIRO, S. M. S. PDM - UFPA



Capitulo 3. Existéncia de Solu¢des para um Sistema de Bresse 63

T L

Ro
S

2 1B [ paondedr =

(3.7.50)

(3.7.51)

(3.7.52)
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Substituindo, (3.7.49) — (3.7.52), em (3.7.49), obtemos:

T L L T
[ ) / o — gl di = [’jjf(E(t)) [ eationten - Zso<x,t>>]
’ T L OT L ’
P1 /
—;/f /cpt —lyp) dx dt — ;/f /SOtht dx dt
S 0 S 0
L
L / e / o do di+ | 25500 | da
p O T dt + @z x, t wt x, t
i , o
L / P~
L / @) E() / s d it = £ / F(E(D) / pusir da dt
L T T L
P1 P1 ! /
[%ﬂE(t» [ vttt dx] -2 [ reene e / o, dee dt
0 S
T l L r
P1 P1
= | f(E Yy da dt + w(z, t)w(z,t) de
0 [ |2 [t ]|
T L T
pll / Kl 2
PR e ww; dr dt+— f(E | 0w + ¥ + lw|*dzdt
Iio! / S /
l T 1 T L
_Z_lo/f(E(t))/de dt+H—0/f( /%wm ho(wp)dd.
S 0 S 0
(3.7.53)

Procedendo, da mesma maneira que nos passos anteriores, no que diz respeito ao uso da

desigualdade de Young, podemos estimar os termos do lado esquerdo direito de (3.7.53) de
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modo que obtemos:

T L
[
" [ HEW) [ o~ 16l de de < CHES)ES)
ST L
+C | f(E)) |h2(wt\2 dx dt
[reen]
T L L
2 2
+cs/f<E<>>0/|wt| dxdt+0/f >O/wt| da dt
T
[
+(:—0+§)/f (t))/|¢x+¢+lw\2dfﬂdt
S 0
T L T L
P1
——= [ fF(E®) [ ouw;dzdt—=— [ f(E()) | ¢iws dz dt. (3.7.54)
s fron s fran

=T

Por fim, adicionemos convenientemente as desigualdades (3.7.17), (3.7.35), (3.7.45) e (3.7.54)
em conjunto com a defini¢do (3.4.1) de E(t), deduzimos que existem constantes positivas d;,
com ¢ = 1,...,7 que ndo dependem de f, tal que a estimativa desejada (3.7.1) se mantém. O

que conclui a prova do teorema. |

Os dois lemas a seguir nos fornecerdo estimativas para hy () € ha(w;).

Lema 3.7. Uma solucdo do sistema (3.2.1) — (3.2.5), satisfaz
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Prova. Sejam, ¢; € (0,1), ¢ = 1,2, de modo que ¢; = ¢(r;) e , onde r; € [0, 7. Entdo pela

hipétese (H1) — (H2), temos que, existem constantes positivas C; > 0, (j = 1, ..., 4), tais que:

Chilv| < |h(v)] < Colovl|, V]v| > e, (3.7.55)
Crg(Jv]) < [ (v)] < Cag™([v]), Vo] < e, (3.7.56)
Cs|v| < |ha(v)] < Cylv|, V]v| > e, (3.7.57)
Csg(v]) < |ha(v)] < Cag (Jv]), V|v| < eo. (3.7.58)

Para cada ¢ > 0 fixo, definimos os conjuntos:

I'"={z € (0,L);¢y(t,x) < e1}

Jt={x € (0,L);w(t,r) < &3},

desde que ¢!, seja mond6tona ndo-decrescente em IR, entdo temos:

‘/|c Uy ()2 da, |/\c y(wn)? da € [0,72]

E ]t

Agora, da hipétese (3.3), temos que H € estritamente convexa em [0, rZ], entdo podemos

usar a desigualdade de Jensen para os termos acima, logo temos:

/|c ()| di | < |/H|c B ()[?) de

[11] I
ot /\/\C U (60 Py G5 ()
= — [ C3'hi(¢r)g(Cy  ha () da (3.7.59)
|It|/ 2 M\ W) g Ly I Y -
It
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1| o /|0 hy(w)? da <|Jt|/H|c ha()[?) d

‘Jt‘ /\/‘C lh2 ¢t ‘2 \/|O h2 Wt

= / O halw)g (CF i) i 67.60)
Jt

Mas, como g é uma fung¢io ndo decrescente em R, da desigualdade em (3.7.56) e (3.7.58)

obtemos

9(051\h1(¢t)|2) < ¢ em I’ (3.7.61)
g(Ctho(w)P) < w, em J. (3.7.62)

Substituindo as desigualdades (3.7.61) e (3.7.62) em (3.7.59) e (3.7.60), respectivamente,

obtemos:

0 /\02 ()P de | < 0] /02 Yhy () de, (3.7.63)

1
H 177] /|O4_1h2(wt)‘2 de | < 77 /C’ o (we)wy da. (3.7.64)
Jt

Observando que h; sdo fungao ndo decrescentes, dai obtemos:

ut‘_l/cz_lhl(ﬁbt)%dif < Ut\_l/cz_lhl(el)glda:
It It

= |71 Cy  ha(er)e

IN

3 'Cog~ (e1)e1 = €197 (1)
efg ' (y/e1) = H(r}), (3.7.65)
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FiRlem / ho(w)wy dz < Clesha(es) < 2g~Y(ea) = HG2),  (3.7.66)

Jt

de onde resulta que,

g ey / e dz | <2< B767)

It

H |Jt\_1(]4_1/h2(wt)wt dr | < r3 <. (3.7.68)
Jt

Portanto, podemos concluir que:

H! ut\—lcgl/hl(;btm dr | €[0,7]] (3.7.69)

It

H | |J ot / ho(wi)w; dx | € [0,73). (3.7.70)
Jt

Como H € uma funcdo nao decrescente, entdo de (3.7.63) e (3.7.64), segue que:

a1 ra ) | < H-l(wrl / c;lhlwt)wtdx)
It It

JaRlon: / In()Pde < H[ |0 / Cy ' ()l

It

It
[imopas < ricsa (1070 [ ¢t |
It Tt

de onde obtemos:

/ F(EW) / () Pddt < C2|1° / FEw)E |1 / & (b inda | dt,

It S It

CORDEIRO, S. M. S. PDM - UFPA



Capitulo 3. Existéncia de Solu¢des para um Sistema de Bresse 69

analogamente,

T
/f( /|h2 w2 da dt<02\lt\/f 0)H! |Jt\‘1/(]4‘1h2(wt)wt dr | dt.
S Jt

Jt
(3.7.71)

Considerando que, Hé adequadamente uma funcdo convexa. Dai aplicando a desigualdade

de Young (veja [28] e [29]),

piti < H*(pi) + H(ju:) (3.7.72)
onde, p;, p; € R, parai = 1,2.
Agora, tomando
pr=pi(t) = f(E®)), pn=m(t)=H" ([t 1/0 Yha (o) da
e
p2 = p2(t) = [(EQ)), po = =H" (Jt 1/C "ha(wi)wy d
entdo, de (3.7.69) e (3.7.70), deduzimos que p;(t), u2(t) € [0,72], e consequentemente, temos:
H(m) = H(m)=|I'" / C5 () da, (3.7.73)
) = H() = |J|" / Cha(w ) da. (3.7.74)
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Agora, combinando a desigualdade (3.7.72) com as identidades (3.7.73) e (3.7.74) podemos
deduzir de (3.7.71) e (3.7.71), o seguinte resultado:

It S

/T FEO) [ (o da e+ / FE@) [ I da d
S gt

<cL / T (F(EW) + 11 / ()i da] dt
S It

ey’ / [ (F(EW®)) + |71 / ha(con)eor da] dt
S Jt

= (C2+CL | HH(f(E®))) dt +Cy | [ hi()ty do
/ /]

+C4//h2(wt)wt dx. (3.7.75)

S Jt

Escolhendo, Cs5 = max{Cy, Cy, C3 + C?}, obtemos
T T
[ 1E@) [P dede+ [ £EO) [ ool de d
S It S Jt

<L / H (f(B(1)) dt
S

T T
S It S Jt

Mas de (3.4.7), temos

L L

B = / b () + / o (wor)ndz].

0
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Isto implica que:
El(t) = —[/ h1(¢t)wtd$ + /hg(wt)wtdx]
t Jt
T
/ //hl ¢t wtdx—i-/hg(wt)wtdx]dt
5 It Jt
Ou seja,
T T
5 gt
Das estimativas (3.7.76) e (3.7.77), obtemos
T T
[ 1) / (@) dodi+ [ FE®) [ ) do i
S S Jt
< CsL /H* ) dt+CsE(S), YV0<S<T. (3.7.78)
Por outro lado, das desigualdades (3.7.55) e (3.7.57), obtemos:
T T
| 1) / ) dode+ [ F(E / o) d
S (0,L)—T S (0,0)—
T T
5 (0,L)—Tt s (0,1)—
T
< 05/f(E(t)) / Uihy (V) dx + wiha(wy) d | dt
5 (0,0)—TIt (0,1)—Jt
T
el / FEW)(—E' (1)) dt. (3.7.79)
S
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Agora, pelo fato que, £ e f, sdo fungdes ndo negativas, ndo crescente e ndo decrescente

respectivamente. Deduzimos que:

T T
S/ / (B ()2 dt+S/f / ha(w)? da dt
<

(0,L)—TIt (0,L)—Jt

Csf(E(S)E(S), Y0<S<T. (3.7.80)
Agora, somando (3.7.80) e (3.7.78), obtemos:
T L
/f( / |1 (0,)|? + |ho(wy)|?) do dt
S 0
<G /H* ) dt + CsE(S) + Csf(B(S)E(S), ¥0< S <T(3.7.81)

o que conclui o lema. ]

O préximo Lema nos fornecerd as estimativas para 1; e wy.

Lema 3.8. Com as mesmas hipéteses do Lema 3.7, obtemos

) / wf dodt+ [ FE®) [l do d
S

P — 5

0

| /\

/ ) dt+ CoB(S) + CoB(S)F(E(S)), Y0<S<T.

Prova. Vamos considerar,

r§ = H_I(CICQ_IH(T(%)), i (C'3C' 1H(ro)), e3 = min{rg, g(r3)} e e4 = min{rg, g(r4)}.
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Da hipétese, sabemos que existe constantes positivas que denotaremos por C, j = 1,...,4,
tais que:

Cilv| < |hy(v)] < Colovl|, V]v| > e, (3.7.82)

Crg(Jv]) < [ (v)] < Cag™([v]), V]v| < e, (3.7.83)

Cs|v| < |ha(v)] < Cylv|, V]v| > ey, (3.7.84)

Csg(v]) < |ho(v)] < Cag (Jv]), V|v| < 4. (3.7.85)

Para t > 0 fixo, definimos os seguintes conjuntos:
K'={z e (0,L): |¢u(t,n)| <es}, M':={x€(0,L); |w(t,o)| <es}

de onde segue que para todo ¢t > 0, temos

K / e Pde € [0,72),
Kt

|Mt|‘1/|wt|2dm€ 0, 72].
Mi

Desde que H € estritamente convexa em [0, 73], podemos usar a desigualdade de Jensen nos

termos acima, que nos dara:
H(|K / W de) < |KY / H(|¢f?) da
Kt Kt
— K / VIGE (V) de = |K / Wlh(ll) de (3.7.86)
Kt Kt

e analogamente,

H(\Mt\_l/\wt\zdx) < |Mt|_1/|wt|h2(|wt|)dx. (3.7.87)

Mt Mt
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Agora, usando as desigualdades, (3.7.83) e (3.7.85), respectivamente, obtemos:

g(|¢l) Cy'hi(¢y), em K' (3.7.88)
g(Jwe]) < C5'ho(wy), em M*. (3.7.89)

IN

Substituindo (3.7.88) e (3.7.89), em (3.7.86) e (3.7.87), respectivamente, obtemos:

HK [l do) < K76 [ i) e (3:7.90)
Kt Kt

H(\Mt|‘1/|wt|2dx) < |Mt|‘103‘1/wth2(wt) de. (3.7.91)

Desde que H seja uma funcdo ndo decrescente, obtemos:

R~y

T
FEW®) [ lbfPdedt < | f(E@)| K [H (KO wthl (¢¢) dx) dt - (3.7.92)

Mt

T T
FBEW) [ |wlPdedt < | FEE)ME(MTOT [ wiha(w,) do) dt. (3.7.93)

Usando a desigualdade de Young (3.7.72), e fazendo

o= p(t) = FE®), and = () = H (KO / Guha (1) do)

2= palt) = FEQ) and s = pa(®) = BN G5 [ ol da)

Mt
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obtemos,
T s
[ e [l dvar < [T a
5 Kt T
T
s [ FEOIKIEE R [v@dyar (794
S Kt
e
T s
/f(E(t)) / lw,|? da dt < L/f[\*(f(E(t)) dt
S Mt T
T
+/f )| MY H*(H _1(|Mt|_103_1/wth2(wt) dr)) dt. (3.7.95)
S Mt
Da segunda desigualdade de (3.7.83), temos:
K176 [ i de < IK7C7C [ o7 W ds
Kt Kt
< KOG / 0 (es)es da
Kt
= |K'[T'CT Co| K g™ (e3)es < O Carsg(rs)
= O7Cnra(\Jr)) = CT ol ()
= C;'CyCCy H(rg) = H(1)). (3.7.96)
Analogamente, usando a segunda desigualdade de (3.7.85), chegamos ,
WiRtes / ho () dz < H(r2). (3.7.97)
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Das estimativas, (3.7.96) e (3.7.97), e usando do fato que H é uma fungio ndo decrescente,

podemos concluir que

(| Ko / b () da) € [0,72),

Kt

M [ hafenen da) € 0,13)

A partir do que foi discutido acima, podemos concluir que
B E (K e / () d)) = |K'Oo / ha () e, (3.7.98)

B E (M / ho(w)we dz)) = |MY'Cp / ho(wr)o dz. (3.7.99)

Substituindo as identidades (3.7.98) e (3.7.99) em (3.7.94) e (3.7.95), respectivamente, ob-

temos:
T S
[ @) [1of was<t 8
S Kt T
T
+/\Kt|‘1|Kt|C‘1/h1(wt)wt du dt
S
S T
= L/ﬁ*(f( ) dt + i//hl )y da dt, (3.7.100)
T S Kt
c

T
S/f( /\wt\2 dxdt<L/H*

Mt
T

/|Mt| MOt /hg wy)wy dx dt

5
/ ) dt + —//h1 wy)wy dx dt. (3.7.101)
T

S Mt
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Somando, (3.7.100) e (3.7.101), obtemos:

ﬂEGD/WMQMJt+/fU%ﬂ%/w#dxﬁ
Kt S

Mt

R~y

N

L

ﬁ*(f(E dt + 06 // hl 'th ¢t + h2 Wt)wt) dx dt

S 0

2L

IN

N—,

onde Cs = max{Cy, Cs, &, ¢ }. Da condigio de dissipagdo (3.4.7), temos

FEQ) [ 10 dede+ [ F(E@) [ do de
Kt S
S

At~y

Mt

| /\

/ ) dt +CsE(S), Y0<S<T.
T

Por outro lado como no Lema anterior, temos,

P~y

F(E®) / iPdadt < - B(S)ES)), ¥ 0<S<T.

(0,L)\K*

/f(E(t)) / |wi|*dzdt < iE(S)f(E(S)), VO<S<T.
Cs
S (0,L)\M?

Agora, somando, (3.7.104) e (3.7.105), obtemos:

S/f / (o ? da dt+/f(E(t)) / lwn|? da dt

(0,L)\K't s (0,L)\M*

IN

FESIES) + ZES)(E(S), Y0<S<T,

(3.7.102)

(3.7.103)

(3.7.104)

(3.7.105)

(3.7.106)
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Combinando, (3.7.106) com (3.7.103), podemos concluir que:

R~y

1) [ 1o drde+ [ 1E©) [ ol o d
0 S

0

IN

2L/ﬁ1*(f(E(t)) dt + CoE(S) + CeB(S)F(E(S)), V0 < S < T(3.7.107)
S

[ |
Observacdo 3.9. Se k = K, entdo da defini¢ao /1, temos
T L T L
L= -2 / FE®) / e i dt — 22 / 20 / ornr d dt
0 S 0 S 0
T L p
P1
= —— E(t — dz dt
2 [ 1(B@) [ o) do
S 0
T
p
= —2 [ F(E®)) [y =0
Ko
S
isto acontece devido as condicdes de contorno. Alem disso, se % = %2, do Teorema 3.5,

podemos concluir que

E@)f(ER)) dt <6 E(S)f(E(S))

R — 5

o, [ FB@) / ha () ? dr dt

+03

F(EW) / ()| dt dt

+04

A — g Py P

F(EW) / Wl de di + 5, / F(E®)) / (wl? d d.

0

O resultado principal deste capitulo e dado no seguinte Teorema.
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Teorema 3.10. Suponhamos que h;,i = 1,2., satisfazem as hipoteses H;,j = 1,2., e seja f

uma fungdo arbitrdria no conjunto F, Br0).? definido em (3.3.9). Suponhamos também que
)

— =", K=Kg

/ BWF(E®) dt < 6,E(S)f(E(S))
S

5, / F(E®)) / () de i + 64 / F(E®)) / () ? d dt
S 0 S 0

T L T L
+64 | FIE@) | |)? dodt + 65 | fFIEX)) | |w? dz dt, (3.7.108)
e fu s [ |

0

entdo existe uma constante positiva Ty, com
Ty =2 ((51 + (09 + 63)C5 + (04 + 55)06)H'(7’8) + (09 + 03)C5 + (04 + 55)06)

tal que

T
/ E()f(E@) dt < TyE(S), V0<S<T (3.7.109)
S

Prova. Substituindo os resultados dos Lemas 3.7 ¢ 3.8, em (3.7.108), obtemos

/ H(E ) dt < (81 + (02 + 05)Cs + (34 + 85)Cs) F(E(S))E(S))

T
(62 + 03)C5L + (5 + 65) 2L/ 7 dt
S

+ ((09 + 03)C5 + (04 + 05)C6) E(S), V0O<S<T. (3.7.110)
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para estimarmos f (E(S)), vamos considerar

1
W= G4 BICLH (4 BRL = g
tomando,
5 — maxd (3, 4 8)CsL + (61 4 )21, — @ (3.7.111)
= max < (02 + 03)C5 47T "2F(H'(r3)) ) -

da hipétese (H5), temos que para todo s € [0,2/372], da escolha de 3, e sabendo que E é uma

funcao mondétona ndo decrescente, temos,

FE(S)) < f(E(0)=F"" {W —s50— | = H'(3), V0<8.37.112)

2F (H'(r§))

5O _ [ £(0)

Substituindo (3.7.112) em (3.7.110), segue que:

/ FEW)E®) dt < 8 / A (f(E@))) dt
S

S
+ (81 4 (02 + 3)Cs5 + (04 + 05)Co) H' (1) + (82 + 03)Cs + (04 + 85)Cs) E(S),
Vo< S<T. (3.7.113)

Das hipéteses, (H5) e (H6), obtemos

BREHES)) = AP =8| 19F (7 (55) )]

= Bf(S)= =", VSe€0,28r3. (3.7.114)

Em Particular, para todo S > 0, esta relagdo é vélida para S = FE/(S5), desde que E(S) €
[0, 2372], usando esta propriedade em (3.7.113), obtemos:

N —

/ E@)F(E@)dt < [ (6, + 52% + 306) H'(r2) + (8005 + 53c6)] B(S) + / E@)f(E@®))dt
S S

(3.7.115)
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2 ((81 4 (82 4 83)Cs + (64 + 65)Co) H'(r5) + (82 + 65)C5 + (64 + 05)C) E(S) V 0 < S < T,
(3.7.116)

tomando,
To =2 ((61 + (02 + 03)C5 + (84 + 05)Co) H'(15) + (62 + 65)Cs + (84 + 85)C) (3.7.117)

Segue que:
T
/f(E(t))E(t) dt <ToE(S), Y0<S<T (3.7.118)
s
0 que conclui a prova. ]

0 proximo teorema caracteriza a taxa de decaimento associada ao sistema (3.2.1) — (3.2.5).

Tal resultado encontra-se na literatura no artigo [18].

Teorema 3.11. Suponhamos que E seja uma fun¢do ndo-crescente absolutamente continua,

E :]0,00) — [0, 00), satisfazendo, 0 < E < 1 e a desigualdade

/f(E(t))F‘l(E(t))dt <TyE(S), V0<S<T. (3.7.119)

Entdo, I Satisfaz a seguinte estimativa:

1 T,
El)<F (W) Vit> ) (3.7.120)

onde r e um niimero real tal que
o0
1

T
0

E(r)F Y E(r))dr <r <.
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Assim, temos o limy;_,. E(t) = 0 a taxa de decaimento a ser dado em (3.7.120).

Prova ver Apéndice

Teorema 3.12 (Comportamento Assintético). Sejam g, H, H, F, f e h, (1 = 1,2.), satisfazem
as hipdteses e definicoes (H1) — (HT), respectivamente. Além disso, sejam Ty > 0 um niimero
fixo, e E : [0,+00) — [0,+00) a energia associada ao problema (3.2.1) — (3.2.5), uma
fun¢do mondtona ndo-negativa, decrescente e absolutamente continua em [0, +00), definida

por (3.4.6) . Além disso suponhamos que existe constante positiva [ definida em (3.7.111), tal

que:
B(0)
0< srrony <P (3.7.121)
e
T
/f(E(t))F-l (%’5)) dt < TyE(S), ¥ 0< S <T. (3.7.122)
S

Onde (@, 1, w, @y, Uy, wy) € a solugdo do problema (3.2.1) — (3.2.3), com condi¢des de fron-
teiras (3.2.5) associada as condigdes iniciais (o, o, wo, @1, V1, w1). Entdo E(t) satisfaz a

taxa de decaimento

E(t) < 26E(0)z2(t)z(t>g( (H) =9C1) s T (3.7.123)

onde,

2(t) = ¢ (=) (3.7.124)
Ty
e (0,9 — [ﬁrg), +00] € uma fungdo estritamente crescente definida por:
2v
$(v) = ———— +40(v), (3.7.125)

vg'(v) +9(v)

o (0,70] = (0,70] € uma funcao definida pela seguinte expressdo integral:

o) = [ ST 0) ) g0 52126)
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para todo (g, g, wo, p1,V1,wi) € H(0, L) x L*(0, L) x H}(0, L) x L2(0, L) x H}(0, L) x
L}(0, L), e Ty ndo depende de (o, 0, wo, 1,11, w1)-

Prova Ver Apéndice
Exemplo 3.1 (O Caso Polinomial). Seja g definida por g(x) = a2, onde p > 1 em (0r|, entdo:

—2

E(t) < Bpoytr!

para tsuficientemente grande.

Prova

De fato, em primeiro lugar, iremos resolver a expressdo integral de o (1),

o

T g + ) o) i
v / (g () + 9(w)” (ugf () — g(u)) R

fazendo:

gu) = g(x) =P, (3.7.128)
=g'(u) = ¢(x)=pa"" (3.7.129)
=¢"(u) = g¢"(x) =plp—1)"". (3.7.130)

Substituindo as identidades (3.7.128), (3.7.129) e (3.7.130), em (3.7.127), obtemos:

ro

a? (*p(p — 1)aP~ + apa? " — a?)
o(t) = S da
(xpxP=t + 27)° (zpaP—! — 2P)
) )
_ / e (p+1) (-1
w?zP (p+1) (p+1) (p—1)
70 |
= /*da:
z? (p+1)
1 1 1
- = p2—1 |:,7—p—1 - r;g—l} ; (3.7.131)
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da expressdo (3.7.125) que diz,

(V) = ———— + 4o (v), (3.7.132)
RO R
daf tem-se:
2z 4 4
éz) = xprP~t + P * (p>—1)1 (p2 —1)rb7!
2(p—1)aP +4zP 4
oD GF-n
2 4
= — 3.7.133
G=De S
fazendo,
4
O = T o o1
(p* =g
logo, (3.7.133) fica da seguinte forma:
o(z) = 2 (3.7.134)
TR N
Mas, como:
t
=0 "=
0=-0" (7).
dai,de (3.7.134) obtemos:
t 2
— = C
T (p—1)zr=1(t)
2 T
Zp_l(t) B CTy+t
p—1 T
dai segue que:
2 \71 (CTy+1t\ 7
t)=| —— 3.7.135
) <P + 1) ( 1o ) ( :
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w2 \TT[CTy+t\ 71
= (2) () -
Mas, de (3.7.128) e (3.7.129), obtemos respectivamente,
(2 \TT[(CTy+t\ 7h
g(2(t)) = (m) ( T, ) : (3.7.137)
B 2 N\l (CTy+t\ ro
g(z(t) =p (m) ( T ) ] (3.7.138)
e mais,
, [/ 2 CTy+t\] 71
2(t)g' (2(t)) + g (2(t) = KPJF 1) ( T )} (p+1), (3.7.139)
, B 2 CTy+t\] 77
05 G0) -9 G0 = () ()] Te-n ero
logo, temos a seguinte expressao:
09 ) - gy L) (B)] T e
g (2(t t 2
2(t)g' (2() + g (2(1)) [ ﬁ) <cz£+t>} (p+1)
_ p—1
= oT1 (3.7.141)
agora,
2 209 (2(1) — g (=(1)) ( 2 )%(CTOH)—p—lp—l
¢ = — 3.7.142
OO GO TaGm)  \pr no) oy G
Da, estimativa, (A.0.40), obtemos:
E(t) <28 (L)l (CTO H)_pl p-1 (3.7.143)

p+1 p+1
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Agora, note que para p muito grande:

p—1 11— .
_— 1 —
p+1 1+ »
1 1
= S
<CTO+t> P1 T g
To

dai, obtemos:

E(t) <f—F = 5E(0)t_m. (3.7.144)

Exemplo 3.2 (O Caso exponencial). Seja g definida por g(x) = e~x, onde p > 1em (Oro),

entdo:

E(t) < Bp)(Ln(t))

para tsuficientemente grande.

Prova

Vamos determinar o (t), temos que:

glu) = e ulre (3.7.145)
1
e u

g'(u) = " (3.7.146)
" o 6_%

g'(w) = —p. (3.7.147)
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Substituindo, (3.7.145), (3.7.146) e (3.7.147) em (3.7.127), obtemos:

70 _

€ (1 —u—u?
o(t) = / Jug( )

2o

s (L u) (1-u)

T u  u?
To

_ }/](u)du, (3.7.148)

T

Onde,

. :uei(l—u—iﬂ)
1) (1+u)?(1—u)

(3.7.149)

A func@o I, é estritamente crescente em (0, ]. Definimos a seguinte funcéo:

k(u) = —dlen.

E facil ver que I(u) é equivalente a k’(u), uma vez que:

1
1 udeu

K(u) = —3u’ev —

u2
9 1 1
= —3u“ev —uew

=k (u) = uev (—1—3u). (3.7.150)
Portanto existem constantes positivas C'; e Cs positivas tais que:

CiK'(u) < I(u) < Cok'(u), YV u € (0,rq].

Temos que Vi = 1, 2.
O'Z(t) = Ci’7'3€% -+ di,
onde d; = C;k(rg), parai = 1, 2. da desigualdade acima deduzimos:

o1(1) < o(1) < o9(1), YV ue(0,r.
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Definimos:

2v
¢i(v) = ROEYO) + 403 (v) (3.7.151)

S — +401(T) S vg/(v%iig(v) +4U(T) S m +402(7), V ué€ (O,TO].

onde definimos:
U, (v) = Cover, (3.7.152)

onde C5 é uma constante positiva. Assim desde que W, decaia para zero, podemos deduzir que
2(t) = ¢! (Ti()), daf tem-se:

Ty
t 1
— < Gy (H)er@, tome z(t) =z
Ty
t
To < 02332@)6%
t 1
< 2*(t)er
o =7 (t)e
1 1
e = CQTO e w
o < T tome 0(x) = o
Oy T,
O(x) < 2t 0

8
IN
5
N
<&
s
S~

4
W
=
IN
5
N
S
S
~——
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89
Onde, 0(z) é uma fungdo definida nas proximidades de zero. Assim a energia satisfaz a
estimativa (A.0.40).

Agora, note que:

) < o (O“iTO) ;
o < ()
de

1
g(x) = e =;
e
.
, o xT
g (]I) - 2
obtemos:

g (1) € ———7=
(671 (<57)]

ey | '

< —e ey 1_ (3.7.153)

A8 (2(0) + g (2(8)) < —e () - (102_%) 1 (3.7.154)
L t J
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agora, tomando D = CyTy, , e de (A.0.40), obtemos:

2
E(t) < Br) («9—1 (?)) ., parat grande,

onde B () € dada em (3.7.111). Agora, usando os mesmos argumentos que de Fatiha Alabau-

Boussouira [18], podemos concluir que

E(t) < Br)(In(t) ™.

O que conclui a prova.
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CAPiTULO 4

Observabilidade Interna Indireta

Neste capitulo estudaremos a observabilidade interna e indireta do seguinte modelo de Bresse

homogéneo:
10w — K(pz + 1 + lw)y — Kol(w, — lp) =0, (4.0.1)
P2y — bibyy + K(0r + ¢ + lw) = 0, (4.0.2)
prwi — ko(we — 19) e + Kl(p, + 1 + lw) = 0, (4.0.3)
30(07 t) = ()O(La t) = %(OJ) = wm(La t) = Wm(oa t) = wx(La t) =0 Vi>0, (404

©(+,0) = @o(-), ¥i(+,0) = @1(-);9(-,0) = 2o (-), (-, 0) = U1 (-);
w(+,0) =wo(+), wi(+,0) = wi(+);Vr € (0, L), (4.0.5)

4.1 Desigualdade Inversa

O resultado principal deste capitulo é dado pelo seguinte teorema.

91
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Teorema 4.1. Existe um Ty > 0, tal que, para todo T > Ty e U° = (©°, o1, 90 1 w® wh) €
(L2(0, L) x H'(0,1)) x (L*(0, L) x [H}(0, L)]/)2 , com PL = B2 e | = kg, existe uma cons-
tante positiva K, tal que a solucdo (p,1),w) de (4.0.1) — (4.0.5) verifica a seguinte desigual-

dade:

L
/ [+ |w|? dx dt >

0
<‘900|%2(0,L) + HSOIH%I—I(O,L) + [y° 2LQ(O,L) + ’WIH[QH;(O,L)]/ + Jw’ %Q(O,L) + ||W1H[2H;(0,L)]'>

4.1.1)

=SS~ 5

onde, K depende de T, L, p1, p2, k, Ko, € b.

Para a demonstracio deste teorema precisaremos de dois resultados preliminares:

Lema 4.2. Existe um Ty, tal que, para todo T > Ty e para todo Uy = (©°, o*, 4%, ', w® w') €
(L2(0,L) x H7(0,1)) x (L*(0,L) x [Hj(O,L)],)2 com Bl = 2 ¢ . = Ky, existem constan-
tes positivas Cy e Cy tal que a solugdo (p,1,w) de (4.0.1) — (4.0.5) que verifica a seguinte
desigualdade

|| ? + |wi|? dx dt < CoE(0) (4.1.2)

St~

C1E(0) < /T

onde, K depende de T, L, p1, p2, k, Ko, € b.

Prova. Multiplicando as equagdes (4.0.1) — (4.0.3), por —x 1), b~ (¢, + ¢ +lw) e Ky (wy —

ly), respectivamente, somando-as e em seguida integrando no retangulo [0,77] x [0, L], onde
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T > 0, obtemos:

T L l T L
l / / outhpdzdt — 2 / / — lp)pdudt
KR K

0 0 0 0

o

T L T L
+%2//¢tt(%0m+¢+lw)dxdt+%//(cpx+w+lw)2dxdt
0 0 0 0
T L ) T L d
0 2 dx
0 0 0 0
l T L
+E—//(¢z+¢+lw)(wz—lcp)da:dt:0. (4.1.3)
0 0

Agora, somando e subtraindo:

T L T L

//Mt Yr + 0+ lw)dxdt e p—//wtt — ly)dxdt,
K

00 0 0

em (4.1.3) e fazendo os ajustes necessarios, obtemos:

= |2

T L L T
—I—(% — %)//wtt(wm — 1) dx dt — P [/wt(gam+w+lw)dx]
° 0 0 0 0
T L L T
—I—%//W) ? dx dt P |:/wt(wxlgp)dx]
00 0 0
T L L T
—ﬂ//lwt% dx dt — PL l/ <pt1[)zda:]
K K
00 0 0
l T L l T L
+?1//¢twtd33dt %//( — 1)ty dx dt
00 00
l T L
_i//(¢x+¢+lw)(wm—l¢) dz dt. (4.1.4)
Ko
00
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Agora, para estimarmos os termos do lado direito de (4.1.4), usaremos a desigualdade de

Young, dai temos:

K

T L
(& - %)//¢tt(<ﬂx+¢+lw)dxdt
0 0

) , T L T L
<o 22 [ [l asder 5 [ [lot vt tof dea,
k1K b 4b
0 0 00
(4.1.5)
T L
(Z—Z—p—;)//wtt(wx—lcp)dxdt
0 0
T L T L
6 |p1 m ? 2 Kol 2
kol | K Ko K
0 0 0 0
(4.1.6)
T L
lpr
— ¢twtdxdt
K
0 0
l T L ; T L
< ﬂ//|1pt|2dxdt+ﬂ//|wt|2dxdt,
K K
0 0 0 0
4.1.7)
l T L
ﬂ//wtgotda:dt
°9 %
412 [y rf
< 2p1//|wt|2dxdt+pl//\cptﬁdxdt,
KGR 4Kk
0 0 0 0
(4.1.8)
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o

l L 4 3[ T L
< o /\wz 1| dadt Lg//\zpwﬁdxdt
K Ko
0 0 0
(4.1.9)
T L
kKl
_K_//(¢z+¢+lw)(wz—l¢) dz dt
0 0 0
T L l T L
gﬁ//m+¢+lw\2dg;dt+“—//|wx—ch\2dxdt.
2b 2:‘4,0
0 0 0 0
(4.1.10)

Os demais termos de (4.1.4), serfo estimados a partir do seguinte argumento: como FE/(t)
¢ conservada ao longo do tempo, e desde que f seja uma fun¢do monétona nao-decrescente,

temos:

0
L

< PHEWD) [ 1o + 0+ D) D]+ 2HEO) [ [leat v +)] O)

< CAEM)ET) + [(E0)E0)] < Cy[f(E(0)E(0) + F(E(0))E(0)]
< Cf(E(0)E(0) < CE(0). (4.L.11)
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De modo inteiramente andlogo, temos:

i |1EW®) [t~ 19)| | < CEO
2 s [ew.| | <cEo)

(4.1.12)

(4.1.13)

Onde, C', € uma constante positiva arbitraria que dependem de L, p1, ps2, K, ko € b. Substi-

tuindo (4.1.5) a (4.1.13) em (4.1.4), obtemos:

w

T L
—Z//\cpx+¢+lw|2dxdt§
0 0

P1

T
2
CE(0) + %—p—;‘ / | dadt + C
0
L
/\wt\2 dx dt
0

T
[, |” da dt + ’Z—Ol/
K
0

+
Q

St — s T

[y da dt + C

/
/

|wy — lo|® da dt

+
Q

St~ O\h
St~

9 T L
// |th‘2 dxdt
0 0

T L
+ﬂ//\got|2 dz dt. 4.1.14)
4Kk
00
Segundo Passo
Seja y a unica solugdo de:
Yoz = (VU + W), em (0,L)
y=0 emx=0, =1L 4.1.15)
PDM - UFPA
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de onde obtemos que:

L L
/ yada < / (¢ + lw)?d, (4.1.16)
0 0
L
/¢+lw )’dx < CE(t). (4.1.17)
0
c
[1e=u < cE) “.1.18)

Multiplicando a primeira equagdo de (4.0.1), por x~'(p — y) e integrando sobre [0, 7] x
[0, L],obtemos:

T L T L T L
%//cpfdxdt+//(%0x+¢+lw dxdt—l—// (Y + lw) —yi)dasdt:
0 0 0 0 0 0
L r T L
P1 1
- /sot(SO y)d ] —;//gotytdxdt—l——// —lp)(p — y)dxdt.
0 0 0

4.1.19)

Para estimar o lado direito de (4.1.19) precisamos estimar a norma de (¢ — y) em L?(0, L).
Para isto, procederemos da seguinte forma: Uma vez que (¢ —y) = O0emx = 0ex = L da

desigualdade de Poincaré temos:

L L
/\w—yl2dw§0/l(<ﬂ—y)xlzdas (4.1.20)
0 0

porém, notando que

L
1
(‘P—y)m:(tﬂx+¢+ZW)—E/(cpw+w+lw)2dx
0
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temos

L
/Iso Y)al’ <C/|s0x+¢+lw\ dz < CE(t). (4.1.21)
0

Estimando os termos do lado direito em (4.1.19), obtemos:

|2 | [ oo ias| | <CEO), (4.1.22)

|2 /Tf(E(t))/Lgotytdxdt <& 7f(E(t))/Llwt\2dxdt+CE(0)

(4.1.23)

] T L N T L
g /f / — o) (¢ — y)dadt| < T/f )/\wx—lg0|2dxdt+CE(O).
0 0 0 0

(4.1.24)

Substituindo (4.1.22) a (4.1.24) em (4.1.19), obtemos.

T L T L l T L
Y| dxdt + Y + U+ lw|"dxdt < R—O wz—lap2da:dt.
2 dxd Y+ lwldzdt < CE(0 + T6-
0 0 0 0 0 0

(4.1.25)

=

Terceiro Passo
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Multiplicando (4.0.2) por b~'4) e integrando sobre [0, 7] x [0, L], obtemos:

T L L T

/ / I, [2dadt = —% / bepda

0 0 0 0
T L T L

+p—b2 / / wfdxdtJr% / / (0z + U + lw)bdadt. (4.1.26)
0 O 0 O

Agora, multiplicando a equagdo (4.0.3) por ¢ e integrando em [0, 7] x [0, L], encontramos

T L . T L
0 O

T L
- //Wt¢t dz dt
0 0

(we — L), dz dt. (4.1.27)

T

0 0
L
= — [/wtw dx
0 0
T
Ko
v f
0
Substituindo, (4.1.27), em (4.1.26),0btemos:
L L
/lwxﬁdxdt -2 {/w e
0 0
T L L T
P2 2
+?//¢td$dt— /wtw dx
0 0 0 0
T L T L
—//wt@btdxdw%// o), dr dt.
0 0 0 0

St~

St~

(4.1.28)
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de onde segue que

1 T L T L T L
5//|¢w\2dx; dt < CE(0)+C//|¢t\2 dx dt+0//|wt|2dx dt
0 0 0 0 0 O

T L
%//\wx—lﬂQ dx dt. (4.1.29)
00

Quarto Passo

Multiplicando a equagdo (4.0.3), por k™! (w, — ly) € integrando sobre [0, T] x [0, L], temos

T
|
K
0

/iol

T L
O (we — lo)dxdt + // Or + U+ lw) (wy — L), dxdt
0 0

— — lpAdzdt = 0.
K

St — s T T—=
it
&

desde que
Kkl
(we —lp), = %th + — (9050 + Y+ lw),
0
obtemos,
T L T L
P1 P1
—//%t( — ly)dzdt + —// Yr + U + lw)wydrdt
K K
0 0 0 0 0
[ [ l
+R_//‘<P:c+¢+ZW|2dxdt Fo? //|wx lo|*dr dt =0 (4.1.30)
K K
0 0 0 0 0
note que

K

T L lTL
- &//gothtdxdt—kp—l//\ W2 dadt,  (4.1.31)
K K
0 0 0 0

T L L T
L1 _ P1 2 D) wo( .
;O/O/%t(wt—l@) de dt = [ 0/<Pt ) (wa (2, 1) — lp( t))}
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T L L T
&//%wttdxdt = &/%xtwtmt)dz
Ko 0
0 0 0 0
T L
- o / / Py dz dt, (4.1.32)
Ko
0 0
T L L T
&//¢thdxdt: l/thwtxtd
Ko Ko
0 0 0 0
T
- a / FE@®) / Yooy da dt (4.1.33)
K
’5 0
e
] T L l L T
p—l//wwtt de dt = p—lf(E(t))/w(x,t)wt(x,t) dz
Ko Ko
0 0 0 0
l T L
- p_l//|wt|2d$ dt. (4.1.34)
Ko
0 0
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Substituindo, (4.1.31) — (4.1.34) em (4.1.30), obtemos:

Kol//\wm lo|*de dt =
K

T

/ oo, 1) (s (2, 1) — Lp(, 1))

=2

0 0 0 0
T L l T L
— &//cptwmt dx dt+p—1//|g0t|2 dx dt
K K
0 0 0 0
- L T T L
+ p_/%@zxtwtift —p—//cpztwt dx dt
) Ro
L o0 0 0
- L T T L
P1 P1
+ —/¢(x t)w(z, ) //@btwt dx dt
Ro fio
) 0 0
- L T L
+ | = | w(z, t)w(z,t) d — |0 + ¥ + lw|“dzdt
Ko /‘io
i 0 0

0
I T L
- p—l//|wt|2dx dt. (4.1.35)
0
0 0

Usando a desigualdade de Young, obtemos

T L
’i—ol//m—z@\? do dt < CE(0)
" 0 0
T L T L
+C//|wt|2dx dt+0/f(E(t))/\¢t|2dx dt
0 0 S 0
K

+

l T L
242 //|g0x+w+lw\2da7dt
) 8b
0 0

T L T L

//gomtwt dx dt—&//gotwmt dz dt . (4.1.36)
K

0 0 0 0

J/

§|b

;

-~

=13
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Somando convenientemente as desigualdades (4.1.14), (4.1.25), (4.1.29) , (4.1.35) e no-

tando que o sistema € conservativo obtemos:

T L 9 T L
TE(0) < CFE +C’——p—;’2//|¢tt| dxdt—l—C' //‘%tﬁdxdt
0 0 0 0
T L T L
+ C//|¢t\2dxdt+(]//\wt\2dxdt
0 0 0 0

0 0

T L T L
— &//gpztwtdasdt—&//gptwmdmdt.
v K
0 0

=13

Consequentemente, temos

T L , T L
p1 - p2|? 2
0 0 0 0
T L T L
+ O//|¢t|2dasdt+0//|wt|2dmdt
0 0 0 0
T L T L
— p—//goxtwt dx dt — p—//gotht dx dt.
) K
.00 0 0 )
:213
De 2L = £2, k = K¢ e usando (3.9) em /3, temos
T L T L
(T —C)E +C’//\¢t|2dxdt+0//|wt|2dxdt
0 0 0 0
(4.1.37)

de onde segue que:

T L
(T - C)E c// e ? + lwnf?] dadt.
0 O
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Escolhendo Ty = C, segue a conclusdo do Lema. |

Lema 4.3. Para (', 9", w') € H1(0, L) x ([H}(0, L)],)Q, o sistema

5 (U + Ve + 122) — Kol (2 — V) = —prot, (4.1.38)
—bUge + (g + v +12) = —poip, (4.1.39)

—ko (Zgw — l0g) + Kl (ug + v +12) = —prw?, (4.1.40)

u(0) = u(L) = v,(0) = v, (L) = 2,(0) = z,(L) = 0. (4.1.41)

admite uma vinica solucdo (u,v,z) em F := HL(0,1) x [HL(0, L)]*;

Prova. Multiplicando as equagdes (4.1.38) por u(4.1.38) por @, e (4.1.40) por Z, e integrando

de [0, L], obtemos a seguinte equivaléncia:

L
/ <n (uy +v 4+ 12) (Uy + T+ 1Z) + bvyU, + Ko (25 — 0) (Z4 + lﬂ)) dx
0

= <_p1901aH>H—1(O,L),H5(O,L) + (—p2¢', D) [H1(0,L)) ,HL(0,L) T (—p1w',2) [H1(0,L)]',H1(0,L)"

(4.1.42)
De onde definimos o seguinte produto interno, em JF por:
L
((u1,v9, 21) , (ug, 02, 22)) 5 1= / <f<0 (U1z +v1 + 121) (Uge + V2 + 122)
0
+  bvyvg + Ko (212 — lv1) (200 — lvg)) dz,
(4.1.43)

onde, (u1, Vo, 21) , (ug, V2, 22) € F. Além disso, da desigualdade de Poincaré, podemos verificar

que a norma || - || = é equivalente a norma usual em F.
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Definimos agora,

L L
a((u v, 2), (u,@,?)) = Ii/ (ug +v+12) (U, + 7+ [2) dx+b/vmm dx
0 0
L
+ Ko / (Z, + lu) dx
0

onde, a é uma forma bilinear continua e coerciva em F para a norma || - || =, com a seguinte
desigualdade:

(\/a\/&-f-\/z\/%-}-\/g\/é) <Va+ct+dVa+e+d;, Va,aczeddeF.

Por consequéncia do Lema de Lax-Milgram, existe uma tnica solugdo (u,v.z) € F de

(4.1.42), para (u,v,z) € F. Assim, podemos escolher © = v = Z = 0, obtemos a igualdade no

sentido distribucional, o que completa a prova. ]

Agora, que estamos de posse desses dois resultados, vamos demostrar o teorema (4.1).

Prova. Sendo U° € (L*(0,L) x H'(0,1)) x (L*(0,L) x [H,}(O,L)]/)2 e (u,v,2) solugdo
do sistema (4.1.38) — (4.1.41), iremos adaptar o método multiplicativo usado introduzido por
J. Lions em [12]. Se (¢,1,w) € solugdo do sistema (4.0.1) — (4.0.5), com dados iniciais

(0% b 0 9t w0 wh), entdo os funcionais

t t

(n(x,t) = /go(a:, s)ds + u(x); 0(z,t) /¢ x,s)ds +v(x); &(x,t) = /w(a:, s)ds+z(a:)),
0 0 (4.1.44)

é uma solugdo de (4.0.1) — (4.0.5) com dados iniciais (u, °, v, ¢, z,w°). Assim pelo Lema
(4.2), temos

T L
=0) [ [0 + l6Pdode = Oy (169 + Nulls + 09 + ol + 1O + 21y )
0 0

(4.1.45)
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Por outro lado, sabemos que —A = —88—;2 é um isomorfismo de H}(0, L) em H'(0, L)
e uma aplicagdo linear e continua de H}(0, L) em [H}(0, L)]" isto quer dizer, que existe uma

constante positiva M e N tais que

[(=A)vliEro,n))y < M|Vl

H(0,L)

|(=A) 2|tz 0,0 < N2l a2 0,0)

Entao temos,

ullgrog 2> ol = wsellm-10.0)s [Vl H200) > €l = vaallpmro,nyy € 12l Hr00) =

c|| = zual| (2 (0,0)p dai segue que:

ur + |2
-—

=1

lull g + (vl

[

1 2 |l = Ueallm-10,) + €l = Vaallizo.ny + el = Zeallimr 0,48 1.46)

(4.1.47)
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mas, de (4.1.38) — (4.1.41), temos:

2
&apl — vy — lzp — (2, — ZU)H
K H-1(0,L)
P1

+ el =Wt v 4+ 1 (e + v+ 12) [[F oy
K-/O * k]

P K
1> ¢l el L+ 5 (e + v+ 12) o,y

> ¢ <||901H%{*1(0,L) + WlH[QH,}(o,L)]f + ||w1||[2H;(o,L)y> - CHUIH%{*(O,L) - CHZSCH%{*(O,L)
— cllz - ZUH%{—l(O,L) —clluy +v+ lZ||[2H,}(O,L)]/ - CHUrH[zH,}(O,L)]/ —cljuz +v+ lZ||[2H*1(O,L)]/
> e (119" 1310 + 19 Birzioy + 1 Bz 0.0

- ¢ <||'UJCH%{*1(0,L) + HZIH?“{*(O,L) + [z — lv”?“{*l(O,L))

= o (el + e+ v+ E2Fs0.0p )

> e (119" 1310 + 19 Birzioy + 1 0.0

- c <‘UI|%2(O,L) + |ZI‘%2(0,L) + |2z — l“ﬁ?(o,L))

- ¢ <‘Ur|%§(O,L) + |ug +v + ZZ|%E(O,L))

> e (119" 1310 + 19 Barzioy + 1 Bz 0.0

- ¢ <‘uz|i2(0,L) + |ve %E(O,L) + [v %E(O,L) + |2 %E(O,L))

> ¢ (10" -1 0y + 10 Wrsco.cor + 1" scor )

— o (b0 + W0 + I2l0m)

logo, obtemos

(e 1) (Il + Nl + 1121 ) = e (16! Km0, + 10 o + 10 oy )

(4.1.48)
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€, por consequéncia,

C
] v 2 T (1 W0 + 19 oy + 10 i .y ) 44:1:49)

Por outo lado, de (4.1.44), tem-se que:

T L T L
//W + |&|*dxdt = //\¢|2+\w|2dxdt, (4.1.50)
0 0 0 0

agora, substituindo (4.1.50) e (4.1.49), em (4.1.45), obtemos:

T L
C
—0) [ [of+ loldodt = [ (16 s + 19 Bass + 1o izcon)
0 0

+ <‘<P |L2(0L + Jy° L2 0r) T ‘<PO|%2(0,L)”

0 que equivale a:

Ot —

L
/ ] 4 |w|?dadt >
0

1 C
(T _ C’) (1 T C) <“PO|%2 + HUHfT{ﬂ + |¢0|%2 + HUH[QHH/ + \w0| + ||z H[Hl )

fazendo K = min{ (+%5), (%) (758) (%) } obtemos:

T L
[ [ 108 + ol dade 2 5 (16 + ulfos+ 1908 + ol + 10O + el )
0 0
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CAPITULO 5

Trabalhos Futuros

No decorrer destes trés anos e a partir das experiencias obtidas através de estudos e observagoes,
nao so das técnicas usadas no desenvolvimento de minha tese, como também outras analises em
vdrios artigos, que nos levaram a uma certa formacgdo, a qual, faz com que possamos ter as

algumas perspectivas, que dard ao inicio de uma nova etapa na minha vida académica.

Dois temas nao foram abordados em nosso trabalho, temas este, que estdo quase prontos e

que gostariamos de amadurecé-los e submeté-los para andlise posterior em revistas, que sao:

1. A Observabilidade Interna Indireta e o Controle exato para o Sistema de Bresse.

2. A Observabilidade para um modelo de Timoshenko Transmissao com dissipagdo linear

arbitrarios e localizados.

3. A Observabilidade para um modelo de Timoshenko Transmissdao com dissipa¢do nao li-

near arbitrarios e localizados.

4. Usar as mesmas técnicas de nosso trabalho para os modelos de Bresse transmissdo e

Timoshenko transmissio.
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APENDICE A

Teoremas de Comportamento Assintético

Teorema A.l1. Suponhamos que E seja uma fungcdo ndo-crescente absolutamente continua,

E :]0,00) — [0, 00), satisfazendo, 0 < E < n e a desigualdade

[P B < T8s), voss<T
S

Entdo, I Satisfaz a seguinte estimativa:

E(t) < F (ﬁ) L V> F_jfzr),

r \T,

onde r e um niimero real tal que

Tio E(r)F-Y(E(r))dr <r < n.

Assim, temos o limy;_,» E(t) = 0 a taxa de decaimento a ser dado em (3.7.120).

110
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Prova. Definimos as funcdes ¢ e M, por:
+o0o
@@%:/AﬂEﬁ»h,WZO
t

M(y) =yF~'(y)d, Yy >0

entdo, gragas a (A.0.1), temos

O(t) < TyE(t), Vt > 0.

(A.0.3)

(A.0.4)

(A.0.5)

Além disso, uma vez que a funcdo F'~! ¢ estritamente ndo-negativa e M ¢é uma fungio cres-

cente e ndo-negativa, assim derivando (3.7.119), e usando (A.0.5),0btemos:

—@@%:MU%$2A4C¥?),Vs20

dai temos:

M@>LM(%@

Vs > 0.
T, =T, )’S—

Integrando esta ultima desigualdade de O até ¢, obtemos:

0

@ 1
Jo 1,
t%M<%> 0

Fazendo uma mudanca de varidvel,

_ d(s) dy _ d'(s)
1o dt 1o
dai, tem-se:
+oo
y=g [ MBI

CORDEIRO, S. M. S.
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L=0, y=B = Tio M(E(r))dr Tio / B(r)F-\(E(r))dr < B(0) < 1

o(t)
t=t, y=—2*
Y T,
dai tem-se:
’ d
Y t
—— > —, Vt >0,
/M(y) Th
%
onde B € definido por:
17
0<B=— [ E(r)F"YE(r))dr < E(0) <n.

To
0

Assim, uma vez que M é positiva em (0, 7], deduzimos que para todo r € [B, 1], temos:

B
dy t
—— >, VYVt >0, (A.0.6)
/M(y) Ty
%
da definicdo de o,
T dy
D, (1 :/7. (A.0.7)
(7) yE(y)

T

Por outro lado, uma vez que F'~! € estritamente crescente em [0, ), deduzimos que para todo

r € [B,n], etodo T € (0, ], temos:

F'(r) > Fy)
1 _ 11
yF=Yr) — yFYy) M(y)
1 1
= < —— Yy € r,r]
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Portanto, temos

T T

[ < [

T T

F1(r) (Lnr — Lnt) < ®.(1), 0<7 <7

Assim, lim, o+ ®,(7) = +oo se mantém. Assim, ¢, : (0,7] — [0,4+00) é uma funcao

estritamente decescente juntamente com (??), temos a seguinte estimativa.
O(t t
o (2W) 5 ¢
1o 1o

B(1) [t
= —Z < O —
n  — 7 (TO)

— O(t) < Ty®,! (i) , Vt>0.
To

Em particular, uma vez que M é crescente e ndo negativa em [0, 7|, enquanto que F é ndo

crescente, deduzimos que

OM(E(t+0) < / M(E(r))dr < ®(t) < Ty®; "

T

(i) L VE>0, W0 >0, (A08)
Th

Assim, temos a seguinte estimativa:

Tt
E(t) S M_l <m1n(?0’yt(0))9€(0,t}) (A.O.g)
onde,
1 (t—6
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tomando ¢ > 0 fixo, assim 6* é um ponto critico de 7;, se e somente se, satisfaz a seguinte

relagdo;
Y(0%) = 0
<I>7T1 (t ;9 ) B 0 _ 0
o ) Ty (o (52))
mas
1
ol —
L) =31

dai tem-se:

ot (L0 _ 0 (o (120
' Ty Th ' Th '

Usando a defini¢do de M, deduzimos que 6* € ponto critico de ~;, se e somente se, satisfaz:
t—0* 0 t—0r t—0*
(b_l — —(b_l F—l (b_l
T<T0)T0T(TO) <T T

To - [t—0"
Do 0.
5 ( - ( o (A.0.11)

ou melhor:

de (??) obtemos:

seja ¥,. dada por,
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dai temos que

0\ 0 t—0 ¢
U, (=) ==+ =
Ty Ty Ty Ty

Onde ¥, : [F%(T),—i-oo) — [F%(T),—l—oo) definida por ¥,(z) = z + @, (F (1)) € uma

func¢do estritamente crescente, uma vez que ¢, é estritamente crescente e F' também € estrita-
. 1 . L . L.
mente crescente, assim para todo ¢ > T (F——l(r)> ¢ possui um tnico ponto critico 0(t), que

atinge o seu minimo. E () é dado por:

0(t) = T, 0t (Ti) : (A.0.12)
0

Além disso gragas a defini¢do de (), podemos deduzir que:
1o
=F|—].
< 0(t) )

Agora, usando esta tltima identidade em (A.0.9) juntamente com (??), obtemos:

M o) = ot (50

B(t)< M™! (min(%%(e))ge(o,ﬂ) = M~ (Toy(0(t))) = F (%) =r ﬁ()

t
To

ou seja:

(A.0.13)

“ )

Observe que ¥, (1) — +00 quando 7 — 400 e como F € continua em zero com F'(0) = 0

concluimos que lim;_, oo F' ( L >) = 0 o que conclui a demonstragao.

[ |
Teorema A.2 (Comportamento Assinttico). Sejam g, H, H, F, f e h;, (1 = 1,2.), satisfazem

as hipdteses e definicoes (H1) — (HT), respectivamente. Além disso, sejam Ty > 0 um niimero

fixo, e E 1 [0,+00) — [0,+00) a energia associada ao problema (3.2.1) — (3.2.5), uma
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fung¢do mondtona ndo-negativa, decrescente e absolutamente continua em [0, +00), definida

por (3.4.3) . Além disso suponhamos que existe constante positiva [3 definida em (189), tal que:

0 < SF @) < 3 (A.0.14)
e
T
/f(E(t))F—l (EQL?) dt <ToE(S), Y 0<S<T. (A.0.15)
S

Onde (o, 0, w, @y, Py, wy) € a solugdo do problema (3.2.1) — (3.2.3), com condi¢des de fron-
teiras (3.2.5) associada as condigdes iniciais (o, o, wo, @1, V1, w1). Entdo E(t) satisfaz a

taxa de decaimento

29" (=) —g(=(t) o To

E(t) <2 2(¢ ; > , A.0.16
0= 20002 @y + oe0) ' T (010
onde,
t
e Ve
2(t) = ¢ (TO) (A.0.17)
e (0,79 — [ﬁﬁ%)’ +00] € uma fungdo estritamente crescente definida por:
6(0) = —2V 4 4o (o) (A.0.18)
vg'(v) +g(v) ’ h
o :(0,70] = (0,70] € uma funcdo definida pela seguinte expressdo integral:
[ 9" (w) + ug'(u) — g(v))
N , A.0.19
()= | et st — o) (A1

para todo (pg, g, wo, p1,¥1,wi) € HY(0, L) x L*(0, L) x H}(0, L) x L2(0, L) x H}(0, L) x
L2(0, L), e Ty ndo depende de (g, 1o, wo, 1, 1, wr).

Prova. Vamos definir
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Entdo, pela hipétese (A.0.15), E satisfaz (3.7.119), uma vez que E é uma fungdo ndo cres-

cente, tém-se:

~

28E(t) 28E(0)

IN

~

By < B() < F(H(2) = 52— 00 _ s

< .
H(rg) =

(A.0.20)

Tomando 7 = rZ. E como F : [0,4+00) — [0,n) é uma fungio estritamente crescente.

Definimos B por:

o

0<B— - /E(T)F—l (E(ﬂ) dr < E(0) < 1. (A.0.21)
To
0

Definimos também r = F (H'(r2)), de (A.0.20) e(A.0.21) concluimos que r € [B,n),

portanto podemos aplicar o (T'eorema — 3.0.8) a E, a partir da defini¢des de B e r, dai tem-se

~ 1 1o
E<F|—— |, w> , A0.22
(t) < -1 <TLO) = F1(r) ( )
onde ¥, : [F%(T), +00) — [F%(T), +00) uma fung¢do estritamente crescente, definida por
U.(z) = z+ P, (F (%) > 2, Vz > F+(7") e d.(1) = f: nyl%’(y). Por outro lado, como F' é
crescente e de (A.0.21) e (A.0.14), temos:
F ) = P (F () = H'(r).
portanto F'(v) é dada por
H((H')™
Fo) = (B (v) = U@ e, p10), (A.0.23)

E fécil ver que F & diferencidvel. Assim podemos fazer uma mudanca de varidvel, fazendo
v=F"!(y) em (A.0.7), temos

T

_ dy
(1) = / yF—(y)

T
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v o= Fl(y)
dv 1
— = —— = dy=F'(y)dv
dy F'(y) )
dai tem-se:
F—l

De fato,

H”(U) U2
_ ot 1 H((H') " (v))
H”(U) H”(’U) 2}2
L r) = 2R

(A.0.24)

(A.0.25)

Utilizando (A.0.23) e (A.0.25) em (A.0.24), e fazendo uma mudanga de varidvel, tomando

7= (H)"Yv),dr = H+(v)dv. quando:

1 =7=(H)"()
v = N s (A.0.26)
F=(r), =71="17
dai tem-se:
®, (F (1)) - / H(r)A7(r) dr. (A.0.27)
§ (H'(7))" (tH'(1) — H(T))
)
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Agora, sabendo-se que

H(r) = V19(V7) (A.0.28)
= H'(r) = 9'<f>+92<?, (A.0.29)

calculanco a segunda derivada de H (7) obtemos:

y g1 Tavn)]
o - 4. (42
g"(\ﬁ)(ﬁ)'+ lg(v7)] 2v/7 — g(v7) [2V7)
2 ENGE
S L WD )
4\/T AT AT\/T
=>H”(7') _ Tg/,(\/ﬁ—i_\ilig\l/(?\/?)_g(\/?)‘

Substituindo estes resultados em (A.0.27), obtemos:

o (7 (3))- / 2/79(/7) (79" (VT + V79 (V7] ~ 9(v/7))

5 dr.(A.0.30)
iy ™ (VIS VT e (Vig (V) a(v/7)
Fazendo uma outra mudancga de varidvel:
u = /T = 7 = u?, dr = 2udu quando:
nN—-1(1 —
T:{ H)Y (), su=r7 (A.0.31)
re, = u = 79,
dai tem-se:
" 2 1 !
o, (F <1)) ) ( () (1)) / o) (u9"(0) + ug' () = 9() g3,
§ /) ulug'(u) + g(w)” (ug'(u) — g(u))
ou melhor:
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onde:
oy [ 9 (") + g () — gw) 033
. / (g (u) + g(u))” (ug’{u) — g(u) AR
Definimos:
b(v) = T, (ﬁ) Vo € (0, 70). (A.0.34)

Como W, ¢ uma fungio estritamente crescente e por outro lado H' : [0,79] — (0, H'(r2)], e

uma fungio estritamente crescente, assim ¢ : (0,735] — [+, +00) € estritamente decrescente,

H/(Tg) )
definida em (A.0.18), definimos:

‘
) = \/ i () (A.039)
dai temos:
90 = ) e O 2 (030
‘
or(s(t)) = ¢r (<I>; ' (Tio)) = Tio (A.0.37)

Assim, z(t), satisfaz (A.2) e z(t) € [0,70] Vt > %, precisamos agora reescrever a taxa
0

de decaimento dada em (A.0.2), para isso note que:

F< 1 >> O - N CGe))

U
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mas,
FUT'((1) = F | ((H')lq)ll(t>)]
1
= F
@ (TZ))

Portanto,

1 1( 2

F(FG%)) = F(H'(Z(1)) (A.0.38)

Por outro lado, H'(z%(t)) < H'(r?) e da defini¢do D2, e usando (A.0.22), juntamente com a

defini¢do de H’,obtemos:

E(t) = 1 2 > H(2(t)
o5 E(t)SF<%T($_O)):F(H(Z(t)))zz(t)—m
E(t) < 28 (22(15)_ H/((,:j((g)> (A.0.39)

HI(ZQ(t)) — g/(Z(t)+g(Z(t)

2 22(t)
_ 2()g'(2(t) + 9(2(1))
22(t)
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< (o0~ HE)
2y 22%(H)g(x(1))
< 29 (0~ )7 o)
2 209 (2(1) + g(=(1)) — 29(=(2))
< w0 (20X e )
s < St
0 que conclui a demonstracao. ]
le
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