
Universidade Federal do Pará
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Resumo

Neste trabalho, estudamos resultados de existência de solução positiva e de solução nodal

para a seguinte classe de problemas eĺıpticos :

−div(a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = f(u) em Ω, u = 0 sobre ∂Ω,

onde Ω é um domı́nio limitado do RN com N ≥ 3 e 1 < p < N . As hipóteses sobre a função

a nos permitem estender o nosso resultado para uma grande classe de problemas e a função

f possui crescimento cŕıtico exponencial. As principais ferramentas utilizadas são Métodos

Variacionais, Lema de Deformação e Desigualdade de Trundinger-Moser.

Palavras-chave: Crescimento cŕıtico exponencial, Soluções nodais, Métodos Variacionais,

Desigualdade de Trudinger-Moser.
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Abstract

In this work, we studied results of existence of positive solution and nodal solution for

the following class of elliptic problems :

−div(a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = f(u) in Ω, u = 0 on ∂Ω,

where Ω is a bounded domain of RN with N ≥ 3 and 1 < p < N . The hypotheses on

function a allow us to extend our result to a large class of problems and f is a function that

has exponential critical growth. The main tools used are Variational Methods, Deformation

Lemma, Inequalitie of Trundinger-Moser.

Keywords: Exponential critical growth, Nodal Solutions, Variable Methods and Trudinger-

Moser Inequality.
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Notações

2 : fim de uma demonstração;

→ : convergência forte;

⇀: convergência fraca;

|.|Lp = |.|Lp(Ω);

|A| é a medida de Lebesgue de um conjunto A;∫
Ω

f : denota

∫
Ω

f(x) dx;

〈., .〉: par de dualidade.
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Introdução

Neste trabalho, vamos estudar resultados de existência de solução positiva e nodal para

a seguinte classe de problemas :

(P )

 −div(a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = f(u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado e 1 < p < N . No Caṕıtulo 1, estudaremos existência

de solução positiva e no Caṕıtulo 2 estudaremos existência de solução nodal. No Caṕıtulo 1,

as hipóteses sobre a função a : R+ → R+ são :

(a1) A função a é de classe C1 e existem constantes k1, k3, k4 ≥ 0 e k2 > 0 tais que

k1 + k2t
N−p
p ≤ a(t) ≤ k3 + k4t

N−p
p , para todo t > 0.

(a2) As funções t 7→ a(tp)tp,
1

p
A(tp)− 1

N
a(tp)tp são convexas em (0,∞), onde

A(t) =

∫ t

0

a(s)ds.

(a3) A função t 7→ a(tp)

t(N−p)
é não-crescente para t > 0.

Como consequência imediata da hipótese (a3) [Apêndice A], existe γ ≥ N
p

tal que

a′(t)t ≤ (N − p)
p

a(t) para todo t > 0 (1)
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e

A(t) ≥ 1

γ
a(t)t para todo t ≥ 0. (2)

Ainda no caṕıtulo 1 a função f : R→ R é cont́ınua e satisfaz as seguintes hipóteses:

(f1) Existe α0 ≥ 0 tal que

lim
t→+∞

f(t)

exp(α|t|N/N−1)
= 0 para α > α0

e

lim
t→+∞

f(t)

exp(α|t|N/N−1)
= +∞ para α < α0;

(f2) A função f satisfaz

lim
t→0+

f(t)

tp−1
= 0;

(f3) Existe θ > pγ tal que

0 < θF (t) ≤ f(t)t,

para todo t > 0, onde γ é a constante que aparece em (2);

(f4) A função t 7→ f(t)

tN−1
é crescente em (0,+∞).

(f5) Existem r > N , τ > τ ∗ e δ > 0 tais que

f(t) ≥ τtr−1,∀ t ≥ 0;

onde

τ ∗ := max

{
1,

[
2N−1 θpγcrNr(r − p)((α0 + δ))N−1

k2(θ − pγ)(r −N)prαN−1
N

](r−p)/p}
,

cr = inf
Nr
Ir,

Ir(u) =
k3

p

∫
Ω

|∇u|pdx+
k4

N

∫
Ω

|∇u|Ndx− 1

r

∫
Ω

|u|rdx

3



e

Nr = {u ∈ W 1,N
0 (Ω) \ {0} : I ′r(u)u = 0},

αN := Nw
1/N−1
N−1 , onde wN−1 é a medida (N − 1)-dimensional da (N − 1) esfera.

O primeiro resultado estabelece a existência de solução positiva para o caso subcŕıtico,

ou seja, para α0 = 0.

Teorema 0.1 Considere as hipóteses (a1) − (a3), (f1) com α0 = 0 e (f2) − (f4). Então, o

problema (P ) tem uma solução positiva de energia mı́nima.

O próximo resultado é de existência de solução positiva para (P ) considerando o caso cŕıtico,

ou seja, quando α0 > 0.

Teorema 0.2 Considere as hipóteses (a1) − (a3), (f1) com α0 > 0 e (f2) − (f5). Então, o

problema (P ) tem uma solução positiva de energia mı́nima.

No Caṕıtulo 2, estudamos a existência de solução u de energia mı́nima para (P ), a qual

é nodal, isto é, u+ 6= 0, u− 6= 0 em Ω, onde

u+(x) := max{u(x), 0}, u−(x) := min{u(x), 0}

e u muda de sinal exatamente uma vez. Além disso, neste caṕıtulo, a função f : R→ R é de

classe C1 e a hipótse (f5) deve ser substitúıda pela seguinte hipótese:

(f ′5) Existem r > N , τ > τ ∗ e δ > 0 tais que

sgn(t)f(t) ≥ τ |t|r−1,∀ t 6= 0;

onde

τ ∗ := max

{
1,

[
2N−1 θpγc

∗
rNr(r − p)((α0 + δ))N−1

k2(θ − pγ)(r −N)prαN−1
N

](r−p)/p}
,

c∗r = inf
Mr

Ir

e

Mr = {u ∈ W 1,N
0 (Ω), u± 6= 0 : I ′r(u)u± = 0}.
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αN := Nw
1/N−1
N−1 , onde wN−1 é a medida (N − 1)-dimensional da (N − 1) esfera.

Agora o resultado de existência é de solução nodal para o problema (P ) considerando o

caso subcŕıtico, isto é, α0 = 0.

Teorema 0.3 Suponha que a satisfaça (a1)− (a3) e f ∈ C1(R,R) satisfaça (f1) com α0 = 0

e (f2) − (f4). Então, o problema (P ) possui pelo menos uma solução nodal, o qual possui

exatamente dois domı́nios nodais.

O próximo resultado é de existência de solução nodal para o caso cŕıtico, ou seja,

considerando α0 > 0.

Teorema 0.4 Suponha que a função a satisfaça (a1)− (a3) e que a função f satisfaça (f1)

com α0 > 0 e (f2) − (f ′5). Então, o problema (P ) possui pelo menos uma solução nodal, o

qual possui exatamente dois domı́nios nodais.

Os teoremas acima podem ser aplicados para o seguinte modelo de não linearidade :

f(t) = τtr−1exp(α0t
N/N−1). (3)

Daremos alguns exemplos de função a para ilustrar o grau de generalidade da classe de

problemas que estamos estudando.

Exemplo 0.1 Considerando a(t) = t
N−p
p , temos que a função a satisfaz as hipóteses

(a1) − (a3) com k1 = k3 = 0 e k2 = k4 = 1. Portanto, os teoremas acima são válidos

para o problema

(nL) −∆Nu = f(u) em Ω.

Exemplo 0.2 Considerando a(t) = 1 + t
N−p
p , temos que a função a satisfaz as hipóteses

(a1) − (a3) com k1 = k2 = k3 = k4 = 1. Portanto, os teoremas acima são válidos para o

problema

(pnL) −∆pu−∆Nu = f(u) em Ω.
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Em particular, o problema (pnL) vem de um sistema de reação-difusão do tipo

ut = div[D(u)∇u] + c(x, u), (4)

onde D(u) = (|∇u|p−2 + |∇u|N−2). Este sistema tem uma ampla gama de aplicações em

f́ısica e ciências relacionadas, tais como biof́ısica, f́ısica de plasma e em qúımica. Em tais

aplicações, a função u descreve a concentração, o primeiro termo do lado direito de (4)

corresponde a difusão com um coeficiente de difusão D(u); enquanto o segundo é a reação e

relaciona processos de ganho e perda. Tipicamente, em aplicações qúımicas e biológicas, o

termo de reação c(x, u) é um polinômio de u com coeficientes variáveis (veja [21], [41], [42],

[46], [66]).

Vamos apresentar outros exemplos que também são interessantes do ponto de vista

matemático.

Exemplo 0.3 Considerando a(t) = 1 + 1

(1+t)
p−2
p

, temos que a função a satisfaz as hipóteses

(a1) − (a3) com k1 = 1, k2 = 0, k3 = 2 e k4 = 0. Portanto, os teoremas acima são válidos

para o problema

−div
(
|∇u|p−2∇u+

|∇u|p−2∇u
(1 + |∇u|p)

p−2
p

)
= f(u) em Ω.

Exemplo 0.4 Considerando a(t) = 1 + t
N−p
p + 1

(1+t)
p−2
p

, temos que a função a satisfaz as

hipóteses (a1) − (a3) com k1 = k2 = k3 = 1, e k4 = 2. Portanto, os teoremas acima são

válidos para o problema

−∆pu−∆Nu− div

(
|∇u|p−2∇u

(1 + |∇u|p)
p−2
p

)
= f(u) em Ω.

Neste primeiro momento vamos comentar sobre alguns trabalhos que estão relacionados com

os resultados do Caṕıtulo 1.

Problemas eĺıticos do tipo (nL) e com não linearidades f como em (3) tem sido estudadas

por muitos autores em domı́nios limitados ou em RN , veja [3], [4], [6], [18], [28], [37], [40],

[54], [57], [61] e suas referências. Para o caso N = 2, veja [7], [25], [58] e suas referências.
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O Problema (pnL) em domı́nio limitado foi estudado em [8], [30] e [52]. Em [8] os

autores provaram existência e comportamento assintótico de soluções de equações eĺıticas

quasilineares com dependência do gradiente. Em [30] os autores trataram a existência de

soluções positivas e um Prinćıpio de Comparação. Em [52] os autores provaram um resultado

de multiplicidade de soluções usando um método variacional refinado baseado na Teoria de

Pontos Cŕıticos e Teoria de Morse.

O Problema (pnL) tem sido estudado em todo o RN somente com não linearidades com

crescimento polinomial. Em [5] foi considerado uma não linearidade que pode ser subcŕıtica

no infinito e supercŕıtica na origem e potenciais que podem se anular no infinito. Os autores

em [12] provaram existência e multiplicidade de soluções usando o Teorema do Passo da

Montanha. Em [16] foi considerado uma não linearidade que não satisfaz a condição de

Ambrosetti-Rabinowitz. Em [17] os autores estudaram a versão cŕıtica de [16]. Em [30] foi

provado existência de solução com N = q e não linearidade com crescimento polinomial e

dependendo do gradiente da solução.

O caso com uma função geral a e em domı́nio limitado foi estudado em [10] e [11]. Em

[10] foi estudado problemas de autovalores e em [11] foi provado existência de solução nodal.

Em [9] foi considerado existência de solução nodal em todo o RN . Nos três casos, a não

linearidade tem crescimento polinomial subcŕıtico.

Agora vamos listar o que pensamos ser as principais contribuições dos resultados que

estão no Caṕıtulo 1.

1) Para o problema (pnL) e para o caso geral de função a, os autores não consideraram a

não linearidade com crescimento exponencial.

2) As hipóteses sobre a função a são satisfeitas por uma classe de operadores que incluem

mas não se restringem aos casos ∆Nu e ∆Nu+ ∆pu.

3) Na prova de alguns lemas, usamos diferentes argumentos daqueles encontrados em [3],

[4], [6], [7], [18], [25], [28], [37], [40], [54], [57], [58], [61], uma vez que o operador não é

homogêneo e nem linear.
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4) A falta de homogeneidade do operador e a falta de regularidade da não linearidade não

permitiram o uso do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange. Então, no Caṕıtulo 1,

nós usamos um Lema de Deformação.

Agora vamos comentar sobre alguns trabalhos que estão relacionados com os resultados

do Caṕıtulo 2.

Nos últimos anos, muitos autores mostraram resultados de existência ou multiplicidade

de soluções nodais para problemas eĺıticos. Veja por exemplo uma lista de artigos publicados

nos últimos dois anos e as referências neles contidas: [9], [11], [19], [20], [22], [23], [24], [26],

[27], [31], [33], [34], [39], [43], [47], [48], [49] [53], [55], [56], [59], [60], [63], [64].

Entretanto, quando a equação tem crescimento exponencial, existem poucos trabalhos

sobre soluções nodais. Em [2] os autores mostraram existência e concentração de soluções

nodais para o problema

−ε2∆u+ V (x)u = f(u) em Ω, (5)

onde Ω é um domı́nio no RN não necessariamente limitado. A versão de (5) com ε = 1 e

Ω = R2 foi estudado em [1]. Em [24] foi estudado a versão de (5) com um termo de Hénon.

A versão de (5) com o operador de Kirchhoff foi estudado em [6]. Em todos esses trabalhos

as soluções eram do tipo nodal e a não linearidade com crescimento exponencial.

Para esta classe de problemas quasilineares existem poucos resultados de existência de

soluções nodais. Em domı́nio limitado a existência de solução nodal foi estudado em [9] e em

RN foi estudado em [11] e [45]. Em todos esses trabalhos as não linearidades eram do tipo

polinomial.

Agora vamos listar o que pensamos ser as principais contribuições dos resultados que

estão no Caṕıtulo 2.

1) Para o caso geral de função a, os autores de [9], [11] e [45] não consideraram a não

linearidade com crescimento exponencial

2) Desde que o operador não é homogêneo e nem linear, algumas estimativas delicadas

foram necesárias.
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3) A falta de regularidade da função u → u+ não permitiu o uso do Teorema dos

Multiplicadores de Lagrange. Então, no Caṕıtulo 2, novamente usamos um Lema de

Deformação.

Este trabalho, além dos Caṕıtulos 1 e 2, possui dois apêndices. Nestes apêndices,

enunciamos alguns resultados importantes utilizados ao longo deste trabalho e indicamos

as referências para as consultas das demonstrações.

Para uma melhor organização e compreensão para o leitor, enunciaremos novamente, em

cada caṕıtulo, os principais resultados e as hipóteses sobre as funções a e f .

9



Caṕıtulo

1

Existência de soluções positivas para uma

classe de problemas eĺıpticos quasilineares

com crescimento exponencial em domı́nio

limitado.

Neste caṕıtulo, estudamos existência de soluções positivas de energia mı́nima para o

problema

(P1)

 −div(a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = f(u) em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω,

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado e 1 < p < N . As hipóteses sobre a função a são:

a1) A função a é de classe C1 e existem constantes k1, k3, k4 ≥ 0 e k2 > 0 tais que

k1 + k2t
N−p
p ≤ a(t) ≤ k3 + k4t

N−p
p , para todo t > 0.

a2) As funções t 7→ a(tp)tp,
1

p
A(tp)− 1

N
a(tp)tp são convexas em (0,∞), onde

A(t) =

∫ t

0

a(s)ds.

10



a3) A função t 7−→ a(tp)

t(N−p)
é não crescente para todo t > 0.

Como consequência imediata de (a3)[Apêndice A] temos que

a
′
(t)t ≤ N − p

p
a(t), ∀ t > 0

e ainda, existe uma constante real γ ≥ N
p

tal que

A(t) ≥ 1

γ
a(t)t, para t ≥ 0.

As hipóteses sobre a função f : R −→ R cont́ınua são:

f1) Existe α0 ≥ 0 tal que

lim
t→+∞

f(t)

exp(α|t|
N
N−1 )

= 0 para α > α0

e

lim
t→+∞

f(t)

exp(α|t|
N
N−1 )

= +∞ para α < α0;

f2) A função f verifica o limite

lim
t→0+

f(t)

tp−1
= 0.

f3) Existe θ > pγ tal que

0 < θF (t) ≤ f(t)t, ∀ t > 0

em que γ é a mesma constante que aparece como consequência de a3) e F (s) =

∫ s

0

f(t)dt.

f4) A função
f(t)

t(N−1)
é crescente em (0,∞).

f5) Existem r > N , τ > τ ∗ e δ > 0 tais que

f(t) ≥ τtr−1, ∀ t ≥ 0,

11



onde

τ ∗ := max

{
1,

[
2N−1θpγcrNr(r − p)(α0 + δ)N−1

k2(θ − pγ)(r −N)prαN−1
N

] r−p
p

}
,

cr = inf
Nr
Ir,

Ir(u) =
k3

p

∫
Ω

|∇u|pdx+
k4

N

∫
Ω

|∇u|Ndx− 1

r

∫
Ω

|u|rdx

e

Nr =
{
u ∈ W 1,N

0 (Ω) e u 6= 0 : I
′

r(u)u = 0
}
.

Os principais resultados deste caṕıtulo são descritos abaixo.

Teorema 1.1 (Subcŕıtico) Assumindo as condições (a1)−(a3), (f1) com α0 = 0 e (f2)−(f4),

o problema (P1) tem solução positiva com energia mı́nima.

Teorema 1.2 (Cŕıtico) Assumindo as condições (a1)− (a3), (f1) com α0 > 0 e (f2)− (f5),

o problema (P1) tem solução positiva com energia mı́nima.

Note que pela hipótese (f1), para α > α0 e dado ε > 0, existe l > 0 tal que

|f(t)| ≤ ε exp(αt
N
N−1 ),

para todo t ≥ l. Em particular,

|f(t)| ≤ ε

l
1

N−1

t
1

N−1 exp(αt
N
N−1 ) (1.1)

o que implica que

|F (t)| ≤ ε

l
N
N−1

exp(αt
N
N−1 ), (1.2)

para todo t ≥ l.
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Além disso de (f2), existe δ0 > 0 tal que

|f(t)| ≤ ε|t|p−1 (1.3)

e

|F (t)| ≤ 1

p
ε|t|p (1.4)

para todo 0 < t < δ0. Consequentemente, usando (1.1),(1.2), (1.3) e (1.4), existe Cε > 0 tal

que

∫
Ω

f(u)udx ≤ ε

∫
Ω

|u|pdx+ Cε

∫
Ω

|u|qexp(α|u|
N
N−1 )dx (1.5)

e

∫
Ω

F (u)dx ≤ ε

p

∫
Ω

|u|pdx+ C̃ε

∫
Ω

|u|qexp(α|u|
N
N−1 )dx, (1.6)

para todo u ∈ W 1,N
0 (Ω) e para todo q ≥ 0, em particular para q > N .

Note que, pela hipótese (a1) segue que A(tp) ≤ k3t
p + k4t

N , para t > 0. O funcional

I : W 1,N
0 (Ω)→ R associado ao problema (P1) é dado por

I(u) =
1

p

∫
Ω

A(|∇u|p)dx−
∫

Ω

F (u)dx

é de classe C1 e

I
′
(u)φ =

∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇φdx−
∫

Ω

f(u)φdx,

para todo u, φ ∈ W 1,N
0 (Ω). Portanto, pontos cŕıticos de I são soluções fracas de (P1). A variedade

de Nehari associado ao funcional I é dada por

N =
{
u ∈ W 1,N

0 (Ω) e u 6= 0 : J(u) = 0
}
,
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onde J(u) = I
′
(u)u para todo u ∈ W 1,N

0 (Ω). Desde que estamos procurando soluções

positivas, consideremos f(t) = 0 para todo t ≤ 0.

No que segue, estabeleceremos alguns resultados necessários para demonstrar os dois

teoremas deste caṕıtulo. No próximo resultado provamos que N é não vazia e que I restrito

a N é limitado inferiormente.

Lema 1.1 Para cada u ∈ W 1,N
0 (Ω), u 6= 0, existe um único t > 0 tal que tu ∈ N . Além

disso, I(u) > 0 para cada u ∈ N .

Demonstração: Dado u ∈ W 1,N
0 (Ω), u 6= 0, considere γu(t) = I(tu) para t > 0. Então

tu ∈ N se, e somente se γ
′
u(t) = 0. Note que da definição de γu e usando (a1) segue que,

γu(t) = I(tu)

=
1

p

∫
Ω

A(|∇tu|p)dx−
∫

Ω

F (tu)dx

≥ k1

p

∫
Ω

|∇tu|pdx+
k2

N

∫
Ω

|∇tu|Ndx−
∫

Ω

F (tu)dx.

Usando (1.6) vem que

γu(t) ≥
k1

p

∫
Ω

|∇tu|pdx+
k2

N

∫
Ω

|∇tu|Ndx−
∫

Ω

F (tu)dx

≥ k1

p
tp
∫

Ω

|∇u|pdx+
k2

N
tN
∫

Ω

|∇u|Ndx− ε

p
tp
∫

Ω

|u|pdx− C̃εtq
∫

Ω

|u|qexp(α|tu|
N
N−1 )dx

=
k1

p
tp
∫

Ω

|∇u|pdx+
k2

N
tN‖u‖N − ε

p
tp
∫

Ω

|u|pdx− C̃εtq
∫

Ω

|u|qexp(α|tu|
N
N−1 )dx.

Desde que 1 < p < N e da Desigualdade de Poincaré existe C > 0 tal que

γu(t) ≥
k2

N
tN‖u‖N +

1

p
(k1 − εC)tp

∫
Ω

|∇u|pdx− C̃εtq
∫

Ω

|u|qexp(α|tu|
N
N−1 )dx.

Considerando ε > 0 de tal modo que (k1 − εC) > 0, temos

γu(t) ≥
k2

N
tN‖u‖N − C̃εtq

∫
Ω

|u|qexp(α|tu|
N
N−1 )dx. (1.7)
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Da desiguladade de Holder para s, s′ > 1 e s próximo de 1, segue que

∫
Ω

|u|qexp(α|tu|
N
N−1 )dx ≤

(∫
Ω

|u|qs′dx
) 1

s′
(∫

Ω

exp(sα|tu|
N
N−1 )dx

) 1
s

=

(∫
Ω

|u|qs′dx
) 1

s′
(∫

Ω

exp(sα‖tu‖
N
N−1

(
|u|
‖u‖

) N
N−1

)dx

) 1
s

,

e escolhendo t1 > 0 suficientemente pequeno tal que

αs‖t1u‖
N
N−1 ≤ αN ,

pelo Teorema A.1 (Apêndice A), encontramos

sup
‖ |u|‖u‖‖=1

∫
Ω

exp(sα‖t1u‖
N
N−1

(
|u|
‖u‖

) N
N−1

)dx ≤M.

Retornando em (1.7) temos

γu(t) ≥
k2

N
tN1 ‖u‖N − C̃εt

q
1

(∫
Ω

|u|qs′dx
) 1

s′

M
1
s .

Então

γu(t) ≥ D1t
N
1 −D2t

q
1,

para alguns D1, D2 > 0. Assim, desde que q > N segue que

γu(t) > 0, para todo 0 < t < t1.

Por outro lado, por (f3), existe d > 0 tal que

F (t) ≥ dtθ, para t suficientemente grande.
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Da definição de γu e por (a1)

γu(t) = I(tu)

=
1

p

∫
Ω

A(|∇tu|p)dx−
∫

Ω

F (tu)dx

≤ k3

p
tp
∫

Ω

|∇u|pdx+
k4

N
tN
∫

Ω

|∇u|Ndx− tθd
∫

Ω

|u|θdx.

Assim,

γu(t)

tN
≤ k3

ptN−p

∫
Ω

|∇u|pdx+
k4

N
‖u‖N − tθ−Nd

∫
Ω

|u|θdx.

Como 1 < p < N e θ > N , temos

γu(t)

tN
→ −∞, se t→ +∞

e consequentemente

γu(t)→ −∞, se t→ +∞.

Então, existe t(u) > 0 tal que

γu(t(u)) = max
t≥0

γu(t).

Portanto γu
′
(t(u)) = 0, ou seja, I

′
(t(u)u)u = 0, mostrando que t(u)u ∈ N .

Agora mostremos a unicidade. Da definição de γu, segue que

γu
′
(t) = tN−1

∫
Ω

(
a(|t∇u|p)
tN−p

|∇u|p − f(tu)

tN−1
u

)
dx

= tN−1

∫
Ω

(
a(|∇tu|p)
|∇tu|N−p

|∇u|N − f(tu)

(tu)N−1
uN
)
dx.

Por (a3) temos que
a(|∇tu|p)
|∇tu|N−p

|∇u|N é não crescente e por (f4) temos que
f(tu)

(tu)N−1
uN é

crescente, portanto γu
′
(t)

tN−1 é decrescente. Então não existe outro t > 0 tal que tu ∈ N .

Em particular t(u) é um ponto máximo global de γu e γu(t(u)) > 0. Note que se u ∈ N ,

então I(u) > 0. 2

O próximo resultado mostra que sequências em N não convergem para 0.
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Lema 1.2 Existe uma constante D > 0 tal que

0 < D ≤ ‖u‖, ∀u ∈ N .

Demonstração: Vamos supor, por contradição, que existe (un) ⊂ N tal que

un → 0 em W 1,N
0 (Ω).

Desde que un ∈ N , ∫
Ω

a(|∇un|p)|∇un|pdx =

∫
Ω

f(un)undx.

Por (1.5) segue que

∫
Ω

a(|∇un|p)|∇un|pdx ≤ ε

∫
Ω

|un|pdx+ Cε

∫
Ω

|un|qexp(α|un|
N
N−1 )dx.

Por (a1) temos que,

k1

∫
Ω

|∇un|pdx+ k2‖un‖N ≤
∫

Ω

a(|∇un|p)|∇un|pdx

≤ ε

∫
Ω

|un|pdx+ Cε

∫
Ω

|un|qexp(α|un|
N
N−1 )dx.

Como 1 < p < N e da Desigualdade de Poincaré existe C > 0 tal que

k1

∫
Ω

|∇un|pdx+ k2‖un‖N ≤ εC

∫
Ω

|∇un|pdx+ Cε

∫
Ω

|un|qexp(α|un|
N
N−1 )dx.

Logo,

k2‖un‖N + (k1 − εC)

∫
Ω

|∇un|pdx ≤ Cε

∫
Ω

|un|qexp(α|un|
N
N−1 )dx.

Considerando ε > 0, de modo que (k1 − εC) > 0, segue que

k2‖un‖N ≤ Cε

∫
Ω

|un|qexp(α|un|
N
N−1 )dx.
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Da desigualdade de Holder para s
′
, s > 1, para s próximo de 1, temos que

k2‖un‖N ≤ Cε

∫
Ω

|un|qexp(α|un|
N
N−1 )dx

≤ Cε

(∫
Ω

|un|qs
′
dx

) 1
s′
(∫

Ω

exp(sα|un|
N
N−1 )dx

) 1
s

= Cε

(∫
Ω

|un|qs
′
dx

) 1
s′
(∫

Ω

exp(sα‖un‖
N
N−1

(
|un|
‖un‖

) N
N−1

)dx

) 1
s

.

Como un → 0 em W 1,N
0 (Ω), segue que existe n0 ∈ N tal que para todo n ≥ n0,

‖un‖ ≤
(αN
αs

)N−1
N
.

Sendo assim, usando Teorema A.1 (Apêndice A), segue-se

k2‖un‖N ≤ Cε

(∫
Ω

|un|qs
′
dx

) 1
s′

M
1
s . (1.8)

Como W 1,N
0 (Ω) esta imerso continuamente em Lqs

′
(Ω), existe C̃ > 0 tal que

k2‖un‖N ≤ Cε(M)
1
s C̃‖un‖q,

ou seja,
k2

CεC̃(M)
1
s

≤ ‖un‖q−N .

Como q > N , não podemos ter un → 0 em W 1,N
0 (Ω), o que conclui a nossa demonstração.

2

Definimos c = inf
N
I e no próximo resultado provaremos que sequências minimizantes são

limitadas.

Lema 1.3 Se (un) ⊂ N é uma sequência minimizante para c, então (un) é limitada.
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Demonstração: Desde que I(un)→ c e I
′
(un)un = 0, segue que

c+ on(1) = I(un)− 1

θ
I
′
(un)un

=
1

p

∫
Ω

A(|∇un|p)dx−
∫

Ω

F (un)dx− 1

θ

∫
Ω

a(|∇un|p)|∇un|pdx+
1

θ

∫
Ω

f(un)undx.

Por (a3) temos que

c+on(1) ≥ 1

pγ

∫
Ω

a(|∇un|p)|∇un|pdx−
∫

Ω

F (un)dx−1

θ

∫
Ω

a(|∇un|p)|∇un|pdx+
1

θ

∫
Ω

f(un)undx.

Assim,

c+ on(1) ≥
(

1

pγ
− 1

θ

)∫
Ω

a(|∇un|p)|∇un|pdx+

∫
Ω

[
1

θ
f(un)un − F (un)

]
dx.

Por (f3), obtemos

c+ on(1) ≥
(

1

pγ
− 1

θ

)∫
Ω

a(|∇un|p)|∇un|pdx+

∫
Ω

[
1

θ
f(un)un − F (un)

]
dx

≥
(

1

pγ
− 1

θ

)∫
Ω

a(|∇un|p)|∇un|pdx.

Agora, usando (a1), temos

c+ on(1) ≥
(

1

pγ
− 1

θ

)∫
Ω

a(|∇un|p)|∇un|pdx

≥
(

1

pγ
− 1

θ

)[
k1

∫
Ω

|∇un|pdx+ k2

∫
Ω

|∇un|Ndx
]

=

(
1

pγ
− 1

θ

)
k1

∫
Ω

|∇un|pdx+

(
1

pγ
− 1

θ

)
k2‖un‖N .

Desde que θ > pγ vem que

c+ on(1) ≥
(

1

pγ
− 1

θ

)
k1

∫
Ω

|∇un|pdx+

(
1

pγ
− 1

θ

)
k2‖un‖N

≥
(

1

pγ
− 1

θ

)
k2‖un‖N .
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Portanto

‖un‖N ≤
c+ on(1)

k2

(
1
pγ
− 1

θ

) , (1.9)

o que conclui que (un) é limitada. 2

Agora mostraremos que se u é ponto cŕıtico de I restrito a N , então u é ponto cŕıtico de

I em todo espaço.

Lema 1.4 Se u0 ∈ N é tal que

I(u0) = min
N

I

Então I
′
(u0) = 0.

Demonstração: Vamos supor, por contradição, que I
′
(u0) 6= 0.

Desde que I é de classe C1, em particular I
′

é cont́ınuo, então existem k, λ > 0 tais que

‖I ′(u)‖W 1,N
0 (Ω) ≥ λ, ∀u ∈ Bk(u0).

Vamos denotar E =
[
1− k

4
, 1 + k

4

]
⊆ R e definimos g : E → W 1,N

0 (Ω) por g(t) = tu0. Note

que, pelo Lema 1.1, segue que

c = I(u0)

= max
t≥0

I(tu0)

= max
t≥0

I(g(t))

≥ I(g(t)), ∀ t ≥ 0.

Da definição de g, a igualdade ocorre somente para t = 1. Então I(g(t)) < c, ∀ t 6= 1.

Em particular,

max

{
I

(
g

(
1− k

4

))
, I

(
g

(
1 +

k

4

))}
=: c0 < c.
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Fazendo ε0 =
c− c0

2
, α = λ

2
e δ = k

4
usados em [65, Lema 2.3], segue que existe ε > 0 tal que

ε < min

{
c− c0

2
,
λk

16

}

e existe um homeomorfismo, η : W 1,N
0 (Ω)→ W 1,N

0 (Ω) tal que

i) η(u) = u,∀u /∈ I−1 ([c− ε0, c+ ε0]) ∩Bk(u0);

ii) η
(
Ic+ε ∩B k

2
(u0)

)
⊂ Ic−ε;

iii) I (η(u)) ≤ I(u), ∀ u ∈ W 1,N
0 (Ω).

Vamos definir, agora, h : E → W 1,N
0 (Ω) por,

h(t) = η(g(t)),

e as funções ψ0, ψ1 : E → R por

ψ0(t) = I
′
(tu0)u0

e

ψ1(t) =
1

t
I
′
(h(t))(h(t)).

Desde que t ∈
[
1− k

4
, 1 + k

4

]
segue da definição que

I(g(t)) ≤ c0

< c− ε0.

Por (i), temos

h(t) = η(g(t)) = g(t) = tu0.
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Então

ψ0(t) = I
′
(tu0)u0

=
1

t
I
′
(h(t))(h(t))

= ψ1(t),∀ t ∈
{(

1− k

4

)
,

(
1 +

k

4

)}
.

Segue da teoria do grau que d(ψ0, E, 0) = 1 e pela igualdade vista anteriormente, temos que

d(ψ1, E, 0) = 1. Então, existe t ∈ E tal que h(t) ∈ N e ainda

c = min
N

I ≤ I(h(t)).

Isto implica

I (η(g(t))) = I(h(t)) ≥ c.

Note que g é cont́ınua em E, ou seja, g é cont́ınua em 1. Na definição de continuidade,

tomando ε1 = k
2

segue que g(t) ∈ B k
2
(u0). Por outro lado, I(g(t)) < c < c + ε. Portanto,

g(t) ∈ Ic+ε ∩B k
2
(u0) e por (ii) temos η(g(t)) ⊂ Ic−ε, isto é,

I(η(g(t))) = I(h(t)) < c− ε,

mas

c ≤ I(h(t)) < c− ε,

o que é um absurdo.

2
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1.1 Demonstração do Teorema 1.1

Lema 1.5 Se (un) ⊂ N é uma sequência minimizante para c, então

∫
Ω

f(un)undx→
∫

Ω

f(u)udx

e ∫
Ω

F (un)dx→
∫

Ω

F (u)dx.

Demonstração: Vamos mostrar a primeira convergência. Desde que a sequência (un) ⊂ N

é minimizante para c, segue do Lema 1.3 existe M1 > 0 tal que

‖un‖ ≤M1, ∀ n ∈ N. (1.10)

A menos de subsequência,

un ⇀ u em W 1,N
0 (Ω),

das imersões compactas temos

un → u em Lp(Ω), 1 < p < N,

então

un(x)→ u(x) q.t.p. em Ω.

Da continuidade de f , segue que

f(un(x))un(x)→ f(u(x))u(x) q.t.p. em Ω.

Agora, é suficiente provarmos que existe g : R→ R, tal que

|f(un)un| ≤ g(un), ∀ n ∈ N,
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onde (g(un)) é convergente em L1(Ω). Pela desigualdade (1.5) temos que

f(un(x))un(x) ≤ ε|unx|p + Cε|un(x)|qexp(α|un(x)|N/N−1), q.t.p. em Ω.

Definimos

g(un(x)) := ε|un(x)|p + Cε|un(x)|qexp(α|un(x)|N/N−1).

Como ∫
Ω

|un|pdx→
∫

Ω

|u|pdx,

considerando s, s
′
> 1 tal que 1

s
+ 1

s′
= 1, com s próximo de 1, segue que

|un|q → |u|q, em Ls
′

(Ω). (1.11)

Note que

∫
Ω

exp
(
αs|un(x)|

N
N−1

)
dx =

∫
Ω

exp

(
αs
‖un‖

N
N−1

‖un‖
N
N−1

|un(x)|
N
N−1

)
dx

=

∫
Ω

exp

(
αs‖un‖

N
N−1

(
|un(x)|
‖un‖

) N
N−1

)
dx.

Por (1.10), temos

∫
Ω

exp
(
αs|un(x)|

N
N−1

)
dx ≤

∫
Ω

exp

(
αsM1

N
N−1

(
|un(x)|
‖un‖

) N
N−1

)
dx.

Fazendo 0 = α0 < α = αN

2M1

N
N−1

, vem que

∫
Ω

exp
(
αs|un(x)|

N
N−1

)
dx ≤

∫
Ω

exp

(
αN

(
|un(x)|
‖un‖

) N
N−1

)
dx.
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Usando o Teorema A.1 do Apêndice A, temos

∫
Ω

exp
(
αs|un(x)|

N
N−1

)
≤M.

Como

exp
(
α|un(x)|N/N−1

)
→ exp

(
α|u(x)|N/N−1

)
q.t.p. em Ω,

usando Teorema A.4(Apêndice A) e (1.11) temos que

∫
Ω

|un|qexp
(
α|un|N/N−1

)
dx→

∫
Ω

|u|qexp
(
α|u|N/N−1

)
dx,

então

∫
Ω

g(un)dx→ ε

∫
Ω

|u|pdx+ Cε

∫
Ω

|u|qexp
(
α|u|N/N−1

)
dx.

Dos Teoremas A.3 e A.4 (Apêndice A) segue que

∫
Ω

f(un)undx→
∫

Ω

f(u)udx.

A demonstração de que

∫
Ω

F (un)dx→
∫

Ω

F (u)dx segue os mesmos passos. 2

Lema 1.6 Existe v0 ∈ W 1,N
0 (Ω) tal que I(v0) = c.

Demonstração: Seja (un) ⊂ N uma sequência minimizante para c. Pelo Lema 1.3, (un) é

limitada em N e, a menos de subsequência, temos

un ⇀ u0 em W 1,N
0 (Ω).

Afirmamos que u0 6= 0. De fato, caso u0 = 0, usando o fato de (un) ⊂ N temos I
′
(un)un = 0,

ou seja,

∫
Ω

a(|∇un|p)|∇un|pdx =

∫
Ω

f(un)undx. (1.12)
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Note que por (a1), temos

k2‖un‖N ≤ k1

∫
Ω

|∇un|pdx+ k2

∫
Ω

|∇un|Ndx

≤
∫

Ω

a(|∇un|p)|∇un|pdx

e por (1.12)

k2‖un‖N ≤
∫

Ω

f(un)undx.

Pelo Lema 1.5 e usando o fato de supomos u0 = 0 segue que

‖un‖ → 0 em W 1,N
0 (Ω),

o que contradiz o Lema 1.2.

Então u0 6= 0 e pelo Lema 1.1, existe único t0 > 0 tal que

v0 = t0u0 ∈ N .

Note que

c = inf
N
I

≤ I(v0)

=
1

p

∫
Ω

A(|∇v0|p)dx−
∫

Ω

F (v0)dx

=
1

p

∫
Ω

A(|∇t0u0|p)dx−
∫

Ω

F (t0u0)dx.

Desde que un ⇀ u0 segue que t0un ⇀ t0u0 = v0, por (a2) e Lema 1.5

c ≤ 1

p

∫
Ω

A(|∇t0u0|p)dx−
∫

Ω

F (t0u0)dx

≤ lim inf
1

p

∫
Ω

A(|∇t0un|p)dx− lim

∫
Ω

F (t0un)dx

= lim inf I(t0un).
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Do Lema 1.1, mostramos em particular que se u ∈ N , então I(u) = max
t≥0

I(tu). Assim,

c ≤ I(v0)

≤ lim inf I(t0un)

≤ lim inf I(un)

= c,

mostrando que I(v0) = c. Agora iremos demonstrar o Teorema 1.1.

Demonstração: Pelo Lema anterior, temos que existe v0 ∈ N tal que

c = I(v0) = min
N

I.

Então, pelo Lema 1.4 segue que

I
′
(v0) = 0,

ou seja, v0 é solução fraca de (P1) com energia mı́nima. Por [42], v0 ∈ C1(Ω).

Nos resta mostrar que v0 é positiva. Desde que v0 é solução fraca de (P1), segue que

∫
Ω

a(|∇v0|p)|∇v0|p−2∇v0∇udx =

∫
Ω

f(v0)udx, ∀ u ∈ W 1,N
0 (Ω).

Fazendo u = v−0 segue que

∫
Ω

a(|∇v0|p)|∇v0|p−2∇v0∇v−0 dx =

∫
Ω

f(v0)v−0 dx.

Usando o fato de supp(v+) e supp(v−)serem disjuntos, temos

∫
Ω

a(|∇v0|p)|∇v−0 |pdx =

∫
Ω

f(v−0 )v−0 dx

e desde que f(v−0 )v−0 = 0,

∫
Ω

a(|∇v0|p)|∇v−0 |pdx = 0.
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Por (a1) e supp(v±) serem disjuntos,

0 =

∫
Ω

a(|∇v0|p)|∇v−0 |pdx

≥ k1

∫
Ω

|∇v−0 |pdx+ k2

∫
Ω

|∇v−0 |Ndx

≥ k2‖v−0 ‖N .

Assim, v−0 = 0. Então

v = v+
0 ≥ 0,

por [62, Teorema 3.3], segue que v > 0. 2

1.2 Demonstração do Teorema 1.2

Agora para demonstrarmos o Teorema 1.2. Além dos lemas já demonstrados até aqui,

precisaremos de outros resultados. Consideremos o seguinte problema auxiliar :

(Pr)

 −k3∆pu− k4∆Nu = |u|r−2u em Ω,

u ∈ W 1,N
0 (Ω),

onde r é a constante da hipótese (f5). O funcional associado ao problema (Pr) é dado por

Ir(u) =
k3

p

∫
Ω

|∇u|pdx+
k4

N

∫
Ω

|∇u|Ndx− 1

r

∫
Ω

|u|rdx

e a variedade de Nehari é definida por

Nr =
{
u ∈ W 1,N

0 (Ω) e u 6= 0 : I
′

r(u)u = 0
}
.

Desde que r > N , segue W 1,N
0 (Ω) ↪→ Lr(Ω) e por [32, Corolário 2.1], existe wr ∈ W 1,N

0 (Ω)

tal que

Ir(wr) = cr , I
′

r(wr) = 0
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onde

cr ≥
r −N
rN

∫
Ω

|wr|rdx, (1.13)

e cr = inf
Nr
Ir. O próximo resultado nos da uma estimativa para c = inf

N
I

Lema 1.7 O valor c = inf
N
I satisfaz

c ≤ crNr(r − p)
(r −N)prτ p/(r−p)

.

Demonstração: Note que por (a1), temos

∫
Ω

a(|∇wr|p)|∇wr|pdx ≤ k3

∫
Ω

|∇wr|pdx+ k4

∫
Ω

|∇wr|Ndx.

Como I
′
r(wr)wr = 0, obtemos

k3

∫
Ω

|∇wr|pdx+ k4

∫
Ω

|∇wr|Ndx =

∫
Ω

|wr|rdx. (1.14)

Logo

∫
Ω

a(|∇wr|p)|∇wr|pdx ≤
∫

Ω

|wr|rdx.

De (f5) temos que

∫
Ω

|wr|rdx ≤
1

τ

∫
Ω

f(wr)wrdx.

Então,

∫
Ω

a(|∇wr|p)|∇wr|pdx ≤
1

τ

∫
Ω

f(wr)wrdx.

Como τ > 1, segue que

∫
Ω

a(|∇wr|p)|∇wr|pdx ≤
∫

Ω

f(wr)wrdx. (1.15)
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Por (1.15) temos que

I
′
(wr)wr ≤ 0.

Então, existe β ∈ (0, 1) tal que βwr ∈ N . Pela definição de c

c = inf
N
I

≤ I(βwr)

=
1

p

∫
Ω

A(|∇βwr|p)dx−
∫

Ω

F (βwr)dx.

Por (a1) vem que

c ≤ 1

p

∫
Ω

A(|∇βwr|p)dx−
∫

Ω

F (βwr)dx

≤ k3β
p

p

∫
Ω

|∇wr|pdx+
k4β

N

N

∫
Ω

|∇wr|Ndx−
∫

Ω

F (βwr)dx.

De (f5) e da definição de F , temos que

∫
Ω

F (βwr)dx ≥
βrτ

r

∫
Ω

|wr|rdx.

Então

c ≤ k3β
p

p

∫
Ω

|∇wr|pdx+
k4β

N

N

∫
Ω

|∇wr|Ndx−
βrτ

r

∫
Ω

|wr|rdx.

Usando o fato de β ∈ (0, 1) e 1 < p < N , segue que

c ≤ βp

p

[
k3

∫
Ω

|∇wr|pdx+ k4

∫
Ω

|∇wr|Ndx
]
− βrτ

r

∫
Ω

|wr|rdx.

Por (1.14) temos

c ≤ βp

p

∫
Ω

|wr|rdx−
βrτ

r

∫
Ω

|wr|rdx

=

[
βp

p
− τβr

r

] ∫
Ω

|wr|rdx.
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Usando (1.13), temos

c ≤
[
βp

p
− τβr

r

] ∫
Ω

|wr|rdx

≤
[
βp

p
− τβr

r

]
crNr

r −N

≤ max
s≥0

[
sp

p
− τsr

r

]
crNr

r −N
.

Calculando o máximo, obtemos

max
s≥0

[
sp

p
− τsr

r

]
=

r − p
prτ p/(r−p)

.

Portanto,

c ≤ max
s≥0

[
sp

p
− τsr

r

]
crNr

r −N

≤ crNr(r − p)
(r −N)prτ p/(r−p)

.

2

Lema 1.8 Se (un) ⊂ N sequência minimizante para c, então

lim sup
n→+∞

‖un‖N/N−1 ≤ αN
2(α0 + δ)

. (1.16)

Demonstração: Usando (1.9), temos

‖un‖N ≤ cθpγ

k2(θ − pγ)
+ on(1).

Pelo Lema 1.7,

‖un‖N ≤ θpγ

k2(θ − pγ)
.

crNr(r − p)
(r −N)prτ p/(r−p)

+ on(1).
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Como τ > τ ∗ em (f5), segue que

‖un‖N ≤
[

αN
2(α0 + δ)

]N−1

+ on(1).

Portanto

‖un‖N/N−1 ≤ αN
2(α0 + δ)

+ on(1),

o que implica

lim sup
n→+∞

‖un‖N/N−1 ≤ αN
2(α0 + δ)

.

2

Lema 1.9 Se (un) ⊂ N é sequência minimizante para c, então

∫
Ω

f(un)undx→
∫

Ω

f(u)udx

e ∫
Ω

F (un)dx→
∫

Ω

F (u)dx.

Demonstração: Agora, iremos mostrar que

∫
Ω

F (un)dx→
∫

Ω

F (u)dx,

visto que

∫
Ω

f(un)undx →
∫

Ω

f(u)udx segue os mesmos passos. Pelo Lema 1.8 a menos de

subsequência temos

un(x)→ u(x) q.t.p. em Ω.

Pela continuidade de F , temos que

F (un(x))→ F (u(x)) q.t.p. em Ω.
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Usando os mesmos argumentos do Lema 1.5, é suficiente provar que existe

h : R→ R tal que

|F (un)| ≤ h(un),

com (h(un)) convergente em L1(Ω). Por (1.6), segue que

F (un(x)) ≤ ε

p
|un(x)|p + C̃ε|un(x)|qexp(α|un(x)|

N
N−1 ).

Definimos

h(un(x)) :=
ε

p
|un(x)|p + C̃ε|un(x)|qexp(α|un(x)|

N
N−1 ).

Note que

∫
Ω

|un|pdx→
∫

Ω

|u|pdx.

Considere s, s
′
> 1 tal que 1

s
+ 1

s′
= 1, com s próximo de 1. Segue que

|un|q → |u|q em Ls
′

(Ω). (1.17)

Veja que

∫
Ω

exp
(
αs|un(x)|

N
N−1

)
dx =

∫
Ω

exp

(
αs
‖un‖

N
N−1

‖un‖
N
N−1

|un(x)|
N
N−1

)
dx

=

∫
Ω

exp

(
αs‖un‖

N
N−1

(
|un(x)|
‖un‖

) N
N−1

)
dx.

Por (1.16) temos,

∫
Ω

exp
(
αs|un(x)|

N
N−1

)
dx ≤

∫
Ω

exp

(
αs

αN
2(α0 + δ)

(
|un(x)|
‖un‖

) N
N−1

)
dx.
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Fazendo α = α0 + δ, segue que

∫
Ω

exp
(
αs|un(x)|

N
N−1

)
dx ≤

∫
Ω

exp

(
αN

(
|un(x)|
‖un‖

) N
N−1

)
dx.

Usando o Teorema A.1(Apêndice A), então

∫
Ω

exp
(
αs|un(x)|

N
N−1

)
dx ≤M.

Como

exp
(
α|un(x)|N/N−1

)
→ exp

(
α|u(x)|N/N−1

)
q.t.p em Ω,

usando o Teorema A.4 (Apêndice A) e (1.17) temos que

∫
Ω

|un|qexp
(
α|un|N/N−1

)
dx→

∫
Ω

|u|qexp
(
α|u|N/N−1

)
dx.

Então

∫
Ω

h(un)dx→ ε

p

∫
Ω

|u|pdx+ Cε

∫
Ω

|u|qexp
(
α|u|N/N−1

)
dx,

e pelos Teoremas A.3 e A.4 (Apêndice A) segue que

∫
Ω

F (un)dx→
∫

Ω

F (u)dx.

2

Lema 1.10 Existe v0 ∈ W 1,N
0 (Ω) tal que I(v0) = c.

Demonstração: Basta seguir os mesmos passos da demonstração do Lema 1.6, usando

agora o Lema 1.9 no lugar do Lema 1.5.

2

Agora iremos demonstrar o Teorema 1.2.
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Demonstração: Pelo Lema 1.10, temos que existe v0 ∈ N tal que

c = I(v0) = min
N

I.

Então, pelo Lema 1.4 segue que I
′
(v0) = 0, ou seja, v0 é solução fraca de (P1) com energia

mı́nima. Por [42], v0 ∈ C1(Ω).

Nos resta mostrar que v0 é positiva. Desde que v0 é solução fraca de (P1), segue que

∫
Ω

a(|∇v0|p)|∇v0|p−2∇v0∇udx =

∫
Ω

f(v0)udx, ∀ u ∈ W 1,N
0 (Ω).

Fazendo u = v−0 segue que

∫
Ω

a(|∇v0|p)|∇v0|p−2∇v0∇v−0 dx =

∫
Ω

f(v0)v−0 dx.

Usando o fato de supp(v+) e supp(v−)serem disjuntos, temos

∫
Ω

a(|∇v0|p)|∇v−0 |pdx =

∫
Ω

f(v−0 )v−0 dx

e desde que f(v−0 )v−0 = 0,

∫
Ω

a(|∇v0|p)|∇v−0 |pdx = 0.

Por (a1) e supp(v±) serem disjuntos,

0 =

∫
Ω

a(|∇v0|p)|∇v−0 |pdx

≥ k1

∫
Ω

|∇v−0 |pdx+ k2

∫
Ω

|∇v−0 |Ndx

≥ k2‖v−0 ‖N .

Assim, v−0 = 0. Então

v = v+
0 ≥ 0,

por [62, Teorema 3.3], segue que v > 0. 2
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Caṕıtulo

2

Existência de soluções nodais para uma

classe de problemas eĺıpticos quasilineares

com crescimento exponencial em domı́nio

limitado.

Neste caṕıtulo, vamos procurar solução nodal para o problema

(P2)

 −div(a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = f(u) em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω,

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado e 1 < p < N . Queremos encontrar uma função

u ∈ W 1,N
0 (Ω) tal que u+ 6= 0, u− 6= 0 em Ω e

∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇φdx−
∫

Ω

f(u)φdx = 0,

para todo φ ∈ W 1,N
0 (Ω). Em particular, queremos determinar u ∈ W 1,N

0 (Ω) que tem

exatamente dois domı́nios nodais. Uma região nodal de u é uma componente conexa de

um dos conjuntos {x ∈ Ω, u(x) > 0} ou {x ∈ Ω, u(x) < 0}, e assim dizemos que u é

uma solução nodal se ela troca de sinal em Ω. Neste caso, temos pelo menos uma região nodal

onde u é positiva e pelo menos outra onde u é negativa. Note que u+ = max {u, 0} e u− =

min {u, 0}.
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M é um conjunto de que contem todas as soluções fracas de (P2) que mudam de sinal,

M :=
{
w ∈ W 1,N

0 (Ω); w+ 6= 0 , w− 6= 0, I
′
(w+)w+ = 0 = I

′
(w−)w−

}
.

Por simplicidade, denotamos

I
′
(w±)w± =

∫
Ω

a(|∇w±|p)|∇w±|pdx−
∫

Ω

f(w±)w±dx.

As hipóteses sobre a função a são:

a1) A função a é de classe C1 e existem constantes k1, k3, k4 ≥ 0 e k2 > 0 tais que

k1 + k2t
N−p
p ≤ a(t) ≤ k3 + k4t

N−p
p , para todo t > 0.

a2) As funções t 7−→ a(tp)tp,
1

p
A(tp)− 1

N
a(tp)tp são convexas em (0,∞), onde

A(t) =

∫ t

0

a(s)ds.

a3) A função t 7−→ a(tp)

t(N−p)
é não crescente para todo t > 0.

Como consequência imediata de a3) temos que

a
′
(t)t ≤ N − p

p
a(t), ∀ t > 0

e ainda, existe uma constante real γ ≥ N
p

tal que

A(t) ≥ 1

γ
a(t)t, para t ≥ 0.

As hipóteses sobre a função f : R −→ R de classe C1 são:

f1) Existe α0 ≥ 0 tal que

lim
t→+∞

f(t)

exp(α|t|
N
N−1 )

= 0 para α > α0
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e

lim
t→+∞

f(t)

exp(α|t|
N
N−1 )

= +∞ para α < α0.

f2) A função f verifica o limite

lim
t→0+

f(t)

tp−1
= 0.

f3) Existe θ > pγ tal que

0 < θF (t) ≤ f(t)t,

para t > 0 onde γ é a mesma constante que aparece como consequência de a3) e

F (s) =

∫ s

0

f(t)dt.

f4) A função
f(t)

t(N−1)
é crescente em (0,∞).

f5) Existem r > N , τ > τ ∗ e δ > 0 tais que

sgn(t)f(t) ≥ τ |t|r−1, ∀ t 6= 0,

onde

τ ∗ := max

{
1,

[
2N−1θpγc∗rNr(r − p)(α0 + δ)N−1

k2(θ − pγ)(r −N)prαN−1
N

] r−p
p

}
,

c∗r = inf
Mr

Ir,

Ir(u) =
k3

p

∫
Ω

|∇u|pdx+
k4

N

∫
Ω

|∇u|Ndx− 1

r

∫
Ω

|u|rdx

e
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Mr =
{
u ∈ W 1,N

0 (Ω) ; u± 6= 0eI
′

r(u)u± = 0
}
.

Os dois principais resultados deste caṕıtulo são os seguintes:

Teorema 2.1 Suponha que a satisfaça (a1)− (a3) e f ∈ C1(R,R) satisfaça (f1) com α0 = 0

e (f2) − (f4). Então, o problema (P2) possui pelo menos uma solução nodal, a qual possui

exatamente dois domı́nios nodais.

Teorema 2.2 Suponha que a satisfaça (a1)− (a3) e f ∈ C1(R,R) satisfaça (f1) com α0 > 0

e (f2) − (f5). Então, o problema (P2) possui pelo menos uma solução nodal, a qual possui

exatamente dois domı́nios nodais.

Agora, estabeleceremos alguns resultados. O primeiro resultado afirma que sequencias

minimizantes em N ou M não pode convergir pra zero.

Lema 2.1 i) Para u ∈ N , se ‖u‖ → +∞ então I(u)→ +∞.

ii) Existe ρ1 > 0 tal que

‖u‖ ≥ ρ1, ∀ u ∈ N

e

‖w±‖ ≥ ρ1, ∀ w ∈M.

Demonstração: Desde que u ∈ N segue que I
′
(u)u = 0. Logo

I(u) = I(u)− 1

θ
I
′
(u)u

=
1

p

∫
Ω

A(|∇u|p)dx−
∫

Ω

F (u)dx− 1

θ

∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|pdx+
1

θ

∫
Ω

f(u)udx.

Por (a3), obtemos

I(u) ≥ 1

pγ

∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|pdx−
∫

Ω

F (u)dx− 1

θ

∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|pdx+
1

θ

∫
Ω

f(u)udx.

Assim,

I(u) ≥
(

1

pγ
− 1

θ

)∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|pdx+

∫
Ω

[
1

θ
f(u)u− F (u)

]
dx.
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Usando (f3), tem-se

I(u) ≥
(

1

pγ
− 1

θ

)∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|pdx+

∫
Ω

[
1

θ
f(u)u− F (u)

]
dx

≥
(

1

pγ
− 1

θ

)∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|pdx.

De (a1) temos

I(u) ≥
(

1

pγ
− 1

θ

)∫
Ω

a(|∇u|p)|∇u|pdx

≥
(

1

pγ
− 1

θ

)[
k1

∫
Ω

|∇u|pdx+ k2

∫
Ω

|∇u|Ndx
]

=

(
1

pγ
− 1

θ

)
k1

∫
Ω

|∇u|pdx+

(
1

pγ
− 1

θ

)
k2‖u‖N .

Como θ > pγ vem que

I(u) ≥
(

1

pγ
− 1

θ

)
k1

∫
Ω

|∇u|pdx+

(
1

pγ
− 1

θ

)
k2‖u‖N

≥
(

1

pγ
− 1

θ

)
k2‖u‖N ,

portanto fazendo ‖u‖ → +∞ temos I(u)→ +∞.

Pelo Lema 1.2, temos que

‖u‖ ≥ ρ1, ∀ u ∈ N .

Agora, se w ∈M, segue que

I
′
(w±)w± = 0,

ou seja,

w± ∈ N .

Então

‖w±‖ ≥ ρ1, ∀ w± ∈M.

2
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Lema 2.2 Seja v ∈ W 1,N
0 (Ω) com v± 6= 0. Então existem t1, t2 > 0 tais que

I
′
(t1v

+ + t2v
−)v+ = 0 = I

′
(t1v

+ + t2v
−)v−,

ou seja, t1v
+ + t2v

− ∈M.

Demonstração: Desde que I é de classe C1, definimos V : (0,+∞) × (0,+∞) → R2

cont́ınua dada por

V (t, T ) =
(
I
′
(tv+ + Tv−)tv+, I

′
(tv+ + Tv−)Tv−

)
, ∀(t, T ) ∈ (0,+∞)× (0,+∞).

Observemos que

I
′
(tv+ + Tv−)tv+ = I

′
(tv+)tv+,

pois supp(v±) são disjuntos. Logo

I
′
(tv+ + Tv−)tv+ = I

′
(tv+)tv+

=

∫
Ω

a(|∇tv+|p)|∇tv+|pdx−
∫

Ω

f(tv+)tv+dx.

Por (1.5),

I
′
(tv+ + Tv−)tv+ =

∫
Ω

a(|∇tv+|p)|∇tv+|pdx−
∫

Ω

f(tv+)tv+dx

≥
∫

Ω

a(|∇tv+|p)|∇tv+|pdx− ε
∫

Ω

|tv+|pdx

− Cε

∫
Ω

|tv+|qexp
(
α|tv+|

N
N−1

)
dx.

Usando (a1),

I
′
(tv+ + Tv−)tv+ ≥ k1t

p

∫
Ω

|∇v+|pdx+ k2t
N‖v+‖N − ε

∫
Ω

|tv+|pdx

− Cε

∫
Ω

|tv+|qexp
(
α|tv+|

N
N−1

)
dx.
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Desde que 1 < p < N e da Desigualdade de Poincaré existe C > 0 tal que

∫
Ω

|v±|pdx ≤ C

∫
Ω

|∇v±|pdx,

segue que,

I
′
(tv+ + Tv−)tv+ ≥ k1t

p

∫
Ω

|∇v+|pdx+ k2t
N‖v+‖N − εCtp

∫
Ω

|∇v+|pdx

− Cεt
q

∫
Ω

|v+|qexp
(
α|tv+|

N
N−1

)
dx.

Da desiguladade de Holder para l, l
′
> 1, com l próximo de 1, segue que

∫
Ω

|v+|qexp(α|tv+|
N
N−1 )dx ≤

(∫
Ω

|v+|ql
′

dx

) 1

l
′
(∫

Ω

exp(lα|tv+|
N
N−1 )dx

) 1
l

= |un|q
Lql
′
(Ω)

(∫
Ω

exp(lα‖tv+‖
N
N−1

(
|v+|
‖v+‖

) N
N−1

)dx

) 1
l

.

Escolhendo α ≥ α0 e t0 > 0 tais que

αl‖t0v+‖
N
N−1 ≤ αN

e usando o Teorema A.1 (Apêndice A), temos

sup
‖ |v

+|
‖v+‖‖=1

∫
Ω

exp(lα‖t0v+‖
N
N−1

(
|v+|
‖v+‖

) N
N−1

)dx ≤M.

Então

I
′
(t0v

+ + Tv−)t0v
+ ≥ k1t

p
0

∫
Ω

|∇v+|pdx+ k2t
N
0 ‖v+‖N − εCtp0

∫
Ω

|∇v+|pdx

− Cεt
q
0

(∫
Ω

|v+|ql
′

dx

) 1

l
′

M
1
l .
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Como W 1,N
0 (Ω) esta imerso continuamente em Lql

′
(Ω) existe C̃1 > 0 tal que

|u|q
Lql
′
(Ω)
≤ C̃‖u‖q, com C̃ = C̃1

q
.

Logo

I
′
(t0v

+ + Tv−)t0v
+ ≥ (k1 − εC)tp0

∫
Ω

|∇v+|pdx+ k2t
N
0 ‖v+‖N − Cεtq0C̃‖v+‖qM

1
l .

Considerando ε > 0 tal que k1 − εC > 0 segue que

I
′
(tv+ + Tv−)tv+ ≥ k2t

N
0 ‖v+‖N − Cεtq0C̃‖v+‖qM

1
l .

Sendo 1 < p < N < q, para todo 0 < r < t0 temos que

I
′
(rv+ + Tv−)rv+ > 0,∀ T > 0.

De modo análogo temos que

I
′
(tv+ + rv−)rv− > 0,∀ t > 0.

Por outro lado,

I
′
(tv+ + Tv−)tv+ = I

′
(tv+)tv+,

pois supp(v±) são disjuntos. Assim,

I
′
(tv+ + Tv−)tv+ =

∫
Ω

a(|∇tv+|p)|∇tv+|pdx−
∫

Ω

f(tv+)tv+dx.

Por (f3) existem C1, C2 > 0 tais que

F (t) ≥ C1|t|θ − C2, para todo t ∈ R.

43



Por (a1) e pelo resultado acima, segue que

I
′
(tv+ + Tv−)tv+ ≤ k3t

p

∫
Ω

|∇v+|pdx+ k4t
N‖v+‖N − C1θt

θ

∫
Ω

|v+|θdx+ C2θ|Ω|.

Como θ > pγ, segue que θ > N então 1 < p < N < θ. Logo para R > 0 suficientemente

grande temos que

I
′
(Rv+ + Tv−)Rv+ < 0,∀ T > 0.

De modo análogo temos que

I
′
(tv+ +Rv−)Rv− < 0,∀ t > 0.

Então por [50], existem t1, t2 ∈ [r, R] com 0 < r < R tal que

I
′
(t1v

+ + t2v
−)v+ = 0 = I

′
(t1v

+ + t2v
−)v−,

mostrando que t1v
+ + t2v

− ∈M. 2

Agora, deduziremos alguns resultados que serão úteis neste caṕıtulo. Por (f4),

t 7→ 1

N
f(t)t− F (t), é crescente ∀t > 0. (2.1)

Além disso, vamos salientar que quando w± 6= 0 temos que

|∇w|p = |∇(w+ + w−)|p

= |∇(w+ + w−)|p−2|∇(w+ + w−)|2

= |∇(w+ + w−)|p−2(∇(w+ + w−)).(∇(w+ + w−))

= |∇(w+ + w−)|p−2(∇(w+ + w−)).(∇(w+))

+ |∇(w+ + w−)|p−2(∇(w+ + w−)).(∇(w−))

= |∇(w+)|p−2∇(w+).∇(w+) + |∇(w−)|p−2∇(w−).∇(w−)

= |∇w+|p + |∇w−|p.
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Consequentemente,

∫
Ω

A(|∇w|p)dx =

∫
Ω

A(|∇w+|p + |∇w−|p)dx =

∫
Ω

A(|∇w+|p)dx+

∫
Ω

A(|∇w−|p)dx. (2.2)

Agora, seja v± 6= 0 e considere hv : [0,+∞)× [0,+∞)→ R definida por

hv(t, T ) = I(tv+ + Tv−), ∀(t, T ) ∈ [0,+∞)× [0,+∞)

e φv : [0,+∞)× [0,+∞)→ R2 dada por

φv(t, T ) = (φv1(t, T ), φv2(t, T ))

=

(
∂hv

∂t
(t, T ),

∂hv

∂T
(t, T )

)
=

(
I
′
(tv+ + Tv−)v+, I

′
(tv+ + Tv−)v−

)
.

Além disso, considere a matriz Hessiana de hv ou a matriz Jacobiana de φv, isto é,

(φv)
′
(t, T ) =

 ∂φv1
∂t

(t, T )
∂φv1
∂T

(t, T )

∂φv2
∂t

(t, T )
∂φv2
∂T

(t, T )

 ,

para todo (t, T ) ∈ [0,+∞) × [0,+∞) . Mostraremos que se w ∈ M então a função hw tem

ponto cŕıtico, em particular máximo global em (t, T ) = (1, 1).

Lema 2.3 Se w ∈M, então

hw(t, T ) < hw(1, 1) = I(w), ∀t, T ≥ 0 tal que (t, T ) 6= (1, 1)

e

det(φw)
′
(1, 1) > 0.

Demonstração: Desde que w ∈M,

0 = I
′
(w)w± = I

′
(w+ + w−)w±.
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Dáı,

φw(1, 1) =

(
∂hv

∂t
(1, 1),

∂hv

∂T
(1, 1)

)
=

(
I
′
(w
′
+ w−)w+, I

′
(w
′
+ w−)w−

)
= (0, 0).

Isto nos diz que (1, 1) é ponto cŕıtico de hw. Considere t, T ≥ 0 e da definição de hw segue

que

hw(t, T ) = I(tw+ + Tw−)

=
1

p

∫
Ω

A(|∇tw+ +∇Tw−|p)dx−
∫

Ω

F (tw+ + Tw−)dx.

Por (2.2),

hw(t, T ) =
1

p

∫
Ω

A(|∇tw+ +∇Tw−|p)dx−
∫

Ω

F (tw+ + Tw−)dx

=
1

p

∫
Ω

A(|∇tw+|p + |∇Tw−|p)dx−
∫

Ω

F (tw+ + Tw−)dx.

Usando (a1),

hw(t, T ) =
1

p

∫
Ω

A(|∇tw+|p + |∇Tw−|p)dx−
∫

Ω

F (tw+ + Tw−)dx

≤ k3

p

∫
Ω

|∇tw+|pdx+
k4

N

∫
Ω

|∇tw+|Ndx+
k3

p

∫
Ω

|∇Tw−|pdx

+
k4

N

∫
Ω

|∇Tw−|Ndx−
∫

Ω

F (tw+ + Tw−)dx.

Da consequência de (f3),

hw(t, T ) ≤ k3

p

∫
Ω

|∇tw+|pdx+
k4

N

∫
Ω

|∇tw+|Ndx+
k3

p

∫
Ω

|∇Tw−|pdx

+
k4

N

∫
Ω

|∇Tw−|Ndx− C1

∫
Ω

|tw+ + Tw−|θdx+ C2|Ω|.
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Por uma manipulação algébrica,

hw(t, T ) ≤ tp
k3

p

∫
Ω

|∇w+|pdx+ tN
k4

N

∫
Ω

|∇w+|Ndx+ T p
k3

p

∫
Ω

|∇w−|pdx

+ TN
k4

N

∫
Ω

|∇w−|Ndx− tθC1

∫
Ω

|w+|θdx− T θC1

∫
Ω

|w−|θdx+ C2|Ω|.

Como 1 < p < N < θ, fazendo |(t, T )| → +∞ temos

lim
|(t,T )|→+∞

hw(t, T ) = −∞,

e hw tem ponto de máximo global para algum ponto (t, T ) ∈ [0,+∞)× [0,+∞) . Queremos

provar que t, T > 0. Afirmamos que t, T > 0. Vamos supor, por contradição que T = 0.

Então, temos

I
′
(tw+)tw+ = 0,

isto é,

∫
Ω

a(|∇tw+|p)|∇tw+|pdx−
∫

Ω

f(tw+)tw+dx = 0,

que equivale a,

∫
Ω

a(|∇tw+|p)|∇tw+|pdx =

∫
Ω

f(tw+)tw+dx.

Então

∫
Ω

a(|∇tw+|p)
|∇tw+|N−p

|∇w+|Ndx =

∫
Ω

f(tw+)

(tw+)N−1
(w+)Ndx. (2.3)

Por outro lado, como I
′
(w)w+ = 0 = I

′
(w+)w+ segue que

∫
Ω

a(|∇w+|p)|∇w+|pdx =

∫
Ω

f(w+)w+dx,
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e, portanto,

∫
Ω

a(|∇w+|p)
|∇w+|N−p

|∇w+|Ndx =

∫
Ω

f(w+)

(w+)N−1
(w+)Ndx. (2.4)

Subtraindo (2.4) de (2.3) segue que

∫
Ω

[
a(|∇tw+|p)
|∇tw+|N−p

− a(|∇w+|p)
|∇w+|N−p

]
|∇w+|Ndx =

∫
Ω

[
f(tw+)

(tw+)N−1
− f(w+)

(w+)N−1

]
(w+)Ndx. (2.5)

Por (a3), (f4) e (2.5) devemos ter

t ≤ 1. (2.6)

Note que

hw(t, 0) = I(tw+)

= I(tw+)− 1

N
I
′
(tw+)tw+

=
1

p

∫
Ω

A(|∇tw+|p)dx−
∫

Ω

F (tw+)dx− 1

N

∫
Ω

a(|∇tw+|p)|∇tw+|pdx

+
1

N

∫
Ω

f(tw+)tw+dx

=

∫
Ω

[
1

p
A(|∇tw+|p)− 1

N
a(|∇tw+|p)|∇tw+|p

]
dx

+

∫
Ω

[
1

N
f(tw+)tw+ − F (tw+)

]
dx.

Por (a3) e (f4) temos que as funções

1

p
A(tp)− 1

N
a(tp)tp

e
1

N
f(t)t− F (t)
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são crescentes para t > 0. Logo,

hw(t, 0) =

∫
Ω

[
1

p
A(|∇tw+|p)− 1

N
a(|∇tw+|p)|∇tw+|p

]
dx+

∫
Ω

[
1

N
f(tw+)tw+ − F (tw+)

]
dx

≤
∫

Ω

[
1

p
A(|∇w+|p)− 1

N
a(|∇w+|p)|∇w+|p

]
dx+

∫
Ω

[
1

N
f(w+)w+ − F (w+)

]
dx

= I(w+)− 1

θ
I
′
(w+)w+

= I(w+)

= hw(1, 0).

Então,

hw(t, 0) ≤ hw(1, 0). (2.7)

Desde que w− ∈ N , pelo Lema 2.1 segue que I(w−) > 0. Assim,

I(w+) < I(w+) + I(w−)

=
1

p

∫
Ω

A(|∇w+|p)dx−
∫

Ω

F (w+)dx+
1

p

∫
Ω

A(|∇w−|p)dx−
∫

Ω

F (w−)dx

≤ 1

p

∫
Ω

A(|∇(w+ + w−)|p)dx−
∫

Ω

F (w+ + w−)dx

=
1

p

∫
Ω

A(|∇w|p)dx−
∫

Ω

F (w)dx

= I(w)

= hw(1, 1).

Usando (2.7), conclúımos que

hw(1, 1) > I(w+) = hw(1, 0) ≥ hw(t, 0),

o que é um absurdo, visto que (t, 0) é máximo global. De modo análogo prova-se que t > 0.

Agora, desde que (t, T ) e (1, 1) são pontos cŕıticos de hw segue que

I
′
(tw+)tw+ = 0 = I

′
(Tw−)Tw− e I

′
(w+)w+ = 0 = I

′
(w−)w−.
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Desde que

I
′
(tw+)tw+ = 0 = I

′
(w+)w+,

repetindo os mesmos passos feitos para obtermos (2.6), segue que

0 < t ≤ 1,

e de modo análogo também temos 0 < T ≤ 1. Mostremos que hw não assume ponto de

máximo global em [0, 1]× [0, 1] \ {(1, 1)}. De fato,

hw(t, T ) = I(tw+ + Tw−)

= I(tw+ + Tw−)− 1

N
I
′
(tw+ + Tw−)(tw+ + Tw−)

=

∫
Ω

[
1

p
A(|∇tw+|p)− 1

N
a(|∇tw+|p)|∇tw+|p

]
dx

+

∫
Ω

[
1

N
f(tw+)tw+ − F (tw+)

]
dx

+

∫
Ω

[
1

p
A(|∇Tw−|p)− 1

N
a(|∇Tw−|p)|∇Tw−|p

]
dx

+

∫
Ω

[
1

N
f(Tw−)Tw− − F (Tw−)

]
dx.

Usando o fato das funções
1

p
A(tp)− 1

N
a(tp)tp

e
1

N
f(t)t− F (t)

50



serem crescentes para t > 0, temos

hw(t, T ) ≤
∫

Ω

[
1

p
A(|∇w+|p)− 1

N
a(|∇w+|p)|∇w+|p

]
dx+

∫
Ω

[
1

N
f(w+)w+ − F (w+)

]
dx

+

∫
Ω

[
1

p
A(|∇w−|p)− 1

N
a(|∇w−|p)|∇w−|p

]
dx+

∫
Ω

[
1

N
f(w−)w− − F (w−)

]
dx

=

[
I(w+)− 1

N
I
′
(w+)w+

]
+

[
I(w−)− 1

N
I
′
(w−)w−

]
= I(w+) + I(w−)

= I(w)

= hw(1, 1),

o que prova a primeira parte. Provemos a segunda parte. Da definição de (φw)
′

denotamos

por

g1(t) = φw1 (t, T )

= I
′
(tw+ + Tw−)w+

= I
′
(tw+)w+

= tp−1

∫
Ω

a(|∇tw+|p)|∇w+|pdx−
∫

Ω

f(tw+)w+dx

e

g2(T ) = φw2 (t, T )

= I
′
(tw+ + Tw−)w−

= I
′
(Tw−)w−

= T p−1

∫
Ω

a(|∇Tw−|p)|∇w−|pdx−
∫

Ω

f(Tw−)w−dx.

Então,

(φw)
′
(t, T ) =

 g
′
1(t) 0

0 g
′
2(T )

 ,
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onde
∂φw1
∂T

(t, T ) =
∂φw2
∂t

(t, T ) = 0. Pelas definições de g1 e g2 segue que

g
′

1(t) =
∂φw1
∂t

(t, T )

= (p− 1)t(p−2)

∫
Ω

a(|∇tw+|p)|∇w+|pdx+ pt(p−1)

∫
Ω

a
′
(|∇tw+|p)t(p−1)|∇w+|2pdx

−
∫

Ω

f
′
(tw+)(w+)2dx,

e

g
′

2(T ) =
∂φw2
∂T

(t, T )

= (p− 1)T (p−2)

∫
Ω

a(|∇Tw−|p)|∇w−|pdx+ pT (p−1)

∫
Ω

a
′
(|∇Tw−|p)T (p−1)|∇w−|2pdx

−
∫

Ω

f
′
(Tw−)(w−)2dx.

Note que

g
′

1(1) = (p− 1)

∫
Ω

a(|∇w+|p)|∇w+|pdx+ p

∫
Ω

a
′
(|∇w+|p)|∇w+|2pdx

−
∫

Ω

f
′
(w+)(w+)2dx.

Por (f4),

g
′

1(1) = (p− 1)

∫
Ω

a(|∇w+|p)|∇w+|pdx+ p

∫
Ω

a
′
(|∇w+|p)|∇w+|2pdx

−
∫

Ω

f
′
(w+)(w+)2dx

≤ (p− 1)

∫
Ω

a(|∇w+|p)|∇w+|pdx+ (N − p)
∫

Ω

a(|∇w+|p)|∇w+|pdx

−
∫

Ω

f
′
(w+)(w+)2dx

= (N − 1)

∫
Ω

a(|∇w+|p)|∇w+|pdx−
∫

Ω

f
′
(w+)(w+)2dx.
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Por uma manipulação algébrica,

g
′

1(1) ≤ (N − 1)

∫
Ω

a(|∇w+|p)|∇w+|pdx−
∫

Ω

f
′
(w+)(w+)2dx

= (N − 1)

∫
Ω

a(|∇w+|p)|∇w+|pdx−
∫

Ω

f
′
(w+)(w+)2dx

+ (N − 1)

∫
Ω

f(w+)(w+)dx− (N − 1)

∫
Ω

f(w+)(w+)dx

= (N − 1)

[∫
Ω

a(|∇w+|p)|∇w+|pdx−
∫

Ω

f(w+)(w+)dx

]
+

∫
Ω

[
(N − 1)f(w+)(w+)− f ′(w+)(w+)2

]
dx

= (N − 1)I
′
(w+)w+ +

∫
Ω

[
(N − 1)f(w+)(w+)− f ′(w+)(w+)2

]
dx.

Desde que (1, 1) é ponto cŕıtico de hw, segue que I
′
(w+)w+ = 0. Logo,

g
′

1(1) ≤
∫

Ω

[
(N − 1)f(w+)(w+)− f ′(w+)(w+)2

]
dx. (2.8)

Desde que
f(t)

t(N−1)
é crescente para t > 0, temos

[
f(t)

t(N−1)

]′
> 0,

isto é,
f
′
(t)t(N−1) − (N − 1)f(t)t(N−2)

(t(N−1))2
> 0.

Portanto,

t(N−3)f
′
(t)t2 − (N − 1)f(t)t

(t(N−1))2
> 0,

ou seja,

f
′
(t)t2 − (N − 1)f(t)t > 0.

Voltando em (2.8) segue que

g
′

1(1) < 0.
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De modo análogo prova-se que g
′
2(1) < 0. Portanto

det(φw)
′
(1, 1) = g

′

1(1).g
′

2(1) > 0,

o que prova a segunda parte. 2

2.1 Demonstração do Teorema 2.1

Lema 2.4 Se (un) ⊂M é uma sequência minimizante para c∗, então

∫
Ω

f(un)undx→
∫

Ω

f(u)udx

e ∫
Ω

F (un)dx→
∫

Ω

F (u)dx.

Demonstração: Basta seguir os mesmos passos do Lema 1.5. 2

Lema 2.5 Se (un) uma sequência limitada em M, então existe s
′
> 1 tal que

lim inf
n→+∞

∫
Ω

|un±|qs
′

dx > 0.

Demonstração: Como (un) é uma sequência em M, segue que

∫
Ω

a(|∇un±|p)|∇un±|pdx =

∫
Ω

f(un
±)un

±dx.

Por (a1) e (1.5),

k1

∫
Ω

|∇un±|pdx+ k2‖un±‖N ≤ ε

∫
Ω

|un±|pdx+ Cε

∫
Ω

|un±|qexp
(
α|un±|

N
N−1

)
dx.

Da Desigualdade de Poincaré, existe C > 0 tal que

∫
Ω

|un±|pdx ≤ C

∫
Ω

|∇un±|pdx,
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segue que

k1

∫
Ω

|∇un±|pdx+ k2‖un±‖N ≤ εC

∫
Ω

|∇un±|pdx+ Cε

∫
Ω

|un±|qexp
(
α|un±|

N
N−1

)
dx.

Tomando ε > 0 tal que k1 − εC > 0, temos

k2‖un±‖N ≤ Cε

∫
Ω

|un±|qexp
(
α|un±|

N
N−1

)
dx.

Da desiguladade de Holder para s, s
′
> 1, com s próximo de 1, segue que

∫
Ω

|un±|qexp(α|un±|
N
N−1 )dx ≤

(∫
Ω

|un±|qs
′

dx

) 1

s
′
(∫

Ω

exp(sα|un±|
N
N−1 )dx

) 1
s

.

Por um cálculo simples, temos que

∫
Ω

|un±|qexp(α|un±|
N
N−1 )dx ≤

(∫
Ω

|un±|qs
′

dx

) 1

s
′
(∫

Ω

exp(sα‖un±‖
N
N−1

(
|un±|
‖un±‖

) N
N−1

)dx

) 1
s

.

Desde que (u±n ) é limitada em W 1,N
0 (Ω), existe K > 0 tal que

‖u±n ‖ ≤ K.

Uma vez que α0 = 0, tomamos α > 0 tal que αsK
N
N−1 ≤ αN . Usando o Teorema A.1

(Apêndice A), temos

sup
‖ |un

±|
‖un±‖

‖=1

∫
Ω

exp(sα‖un±‖
N
N−1

(
|un±|
‖un±‖

) N
N−1

)dx ≤M.

Então

k2‖un±‖N ≤ Cε

(∫
Ω

|un±|qs
′
) 1

s
′

M
1
s ,
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pelo Lema 2.1,

k2ρ
N
1 ≤ Cε

(∫
Ω

|un±|qs
′
) 1

s
′

M
1
s ,

de onde segue que

0 <

(
k2ρ1

N

CεM
1
s

)s′
≤
∫

Ω

|un±|qs
′

.

Portanto,

lim inf
n→+∞

∫
Ω

|un±|qs
′

dx > 0.

2

Agora, iremos demonstrar o Teorema 2.1

Demonstração: Pelo Lema 2.1, existe c0 > 0 tal que

c0 = inf
u∈M

I(u),

então existe uma sequência minimizante limitada (wn) em M, pois I é coercivo. Assim, a

menos de subsequência, temos que existem w,w1, w2 ∈ W 1,N
0 (Ω) tais que

wn ⇀ w,w+
n ⇀ w1 e w−n ⇀ w2 em W 1,N

0 (Ω).

Das imersões compactas, a menos de subsequências,

wn → w,w+
n → w1 e w−n → w2 em Lm(Ω) , com m > N.

Fazendo as devidas adaptações de [15, Lema 2.3], as transformações

w → w+ e w → w−,
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são cont́ınuas de Lm(Ω) em Lm(Ω). Assim, temos que w+ = w1 ≥ 0 e w− = w2 ≤ 0. Como

w+
n → w+, w−n → w− em Lqs

′

(Ω),

pelo Lema 2.5 segue que

lim inf
n→+∞

∫
Ω

|wn±|qs
′

dx =

∫
Ω

|w±|qs
′

dx > 0,

o que nos da w± 6= 0 e consequentemente w = w+ + w−. Pelo Lema 2.2 existem t1, t2 > 0

tais que

I
′
(t1w

+ + t2w
−)w+ = I

′
(t1w

+)w+ = I
′
(t1w

+)t1w
+ = 0 (2.9)

e

I
′
(t1w

+ + t2w
−)w− = I

′
(t2w

−)w− = I
′
(t2w

−)t2w
− = 0, (2.10)

t1w
+ + t2w

− ∈M. Provemos que t1, t2 ≤ 1. Por (a2) temos que,

∫
Ω

(
1

p
A(|∇w±|p)− 1

N
a(|∇w±|p)|∇w±|p

)
≤ lim inf

∫
Ω

(
1

p
A(|∇w±n |p)−

1

N
a(|∇w±n |p)|∇w±n |p

)

e

∫
Ω

a(|∇w±|p)|∇w±|pdx ≤ lim inf

∫
Ω

a(|∇w±n |p)|∇w±n |pdx.

Pelo Lema 2.4, ∫
Ω

f(w±n )w±n dx→
∫

Ω

f(w±)w±dx

e ∫
Ω

F (w±n )dx→
∫

Ω

F (w±)dx.
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Então,

I
′
(w±)w± =

∫
Ω

a(|∇w±|p)|∇w±|pdx−
∫

Ω

f(w±)w±dx

≤ lim inf

∫
Ω

a(|∇w±n |p)|∇w±n |pdx− lim

∫
Ω

f(w±n )w±n dx

= lim inf

∫
Ω

a(|∇w±n |p)|∇w±n |pdx− lim inf

∫
Ω

f(w±n )w±n dx

= lim inf I
′
(w±n )w±n

= 0,

ou seja,

I
′
(w±)w± ≤ 0. (2.11)

Por (2.9), (2.10), (2.11) e argumentos similares feitos na demonstração do Lema 2.3, obtemos

0 < t1, t2 ≤ 1. Note que,

c0 = inf
v∈M

I(v)

≤ I(t1w
+ + t2w

−)

= I(t1w
+ + t2w

−)− 1

N
I
′
(t1w

+ + t2w
−)(t1w

+ + t2w
−).

Usando o fato de 0 < t1, t2 ≤ 1 e repetindo os argumentos do Lema 2.3, obtemos

c0 ≤ I(t1w
+ + t2w

−)− 1

N
I
′
(t1w

+ + t2w
−)(t1w

+ + t2w
−)

≤ I(w+ + w−)− 1

N
I
′
(w+ + w−)(w+ + w−).

58



Como consequência de (a2) segue que

c0 ≤ I(w+ + w−)− 1

N
I
′
(w+ + w−)(w+ + w−)

≤ lim inf

[
I(w+

n + w−n )− 1

N
I
′
(w+

n + w−n )(w+
n + w−n )

]
= lim inf

[
I(wn)− 1

N
I
′
(wn)(wn)

]
= lim inf I(wn)

= c0.

Portanto I(t1w
+ + t2w

−) = c0, isto é, existem 0 < t1, t2 ≤ 1 tais que

t1w
+ + t2w

− ∈M e I(t1w
+ + t2w

−) = c0.

Afirmação : t1 = t2 = 1.

Logo,

w = w+ + w− ∈M e I(w+ + w−) = I(w) = c0.

Provaremos a afirmação. Vamos supor, por contradição que t1 ou t2 são menores que 1, sem

perda de generalidade supomos t1 < 1 e t2 = 1, ou seja, t1w
+ + w− ∈M e

I(t1w
+ + w−) = I(t1w

+ + w−)− 1

N
I
′
(t1w

+ + w−)(t1w
+ + w−).

Como t1w
+ + w− < w+ + w− e repetindo os mesmos argumentos do Lema 2.3, segue que

I(t1w
+ + w−) < I(w+ + w−)− 1

N
I
′
(w+ + w−)(w+ + w−).
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Por (a2),

I(t1w
+ + w−) < I(w+ + w−)− 1

N
I
′
(w+ + w−)(w+ + w−)

≤ lim inf

[
I(w+

n + w−n )− 1

N
I
′
(w+

n + w−n )(w+
n + w−n )

]
= lim inf

[
I(wn)− 1

N
I
′
(wn)(wn)

]
= lim inf I(wn)

= c0.

Mostrando que I(t1w
+ + w−) < c0, o que é um absurdo. Portanto t1 = t2 = 1.

Mostraremos que I
′
(w) = 0. Vamos supor, por contradição que I

′
(w) 6= 0, isto é, existe

constante α > 0 e v0 ∈ W 1,N
0 (Ω) com ‖v0‖ = 1 tal que

I
′
(w)v0 = 2α > 0.

Como I é de classe C1, segue que existe r > 0 tal que

I
′
(v)v0 = α, ∀v ∈ Br(w), v± 6= 0.

Defina D = (ξ, χ)× (ξ, χ) ⊂ R2, com 0 < ξ < 1 < χ tais que:

(i) (1, 1) ∈ D e φw(t, T ) = (0, 0) em D se, e somente se (t, T ) = (1, 1);

(ii) c0 /∈ hw(∂D);

(iii)
{
tw+ + Tw− : (t, T ) ∈ D

}
⊂ Br(w),

onde hw e φw já foram definidas no Lema 2.2, e tomamos um raio r
′
> 0 suficientemente

pequeno para que

B = Br′ (w) ⊂ Br(w) e B ∩
{
tw+ + Tw− : (t, T ) ∈ ∂D

}
= ∅. (2.12)

Definimos uma função cont́ınua ρ : W 1,N
0 (Ω)→ [0,+∞), dada por

ρ(u) = dist(u,BC), ∀u ∈ W 1,N
0 (Ω).
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Denote η(τ) = η(τ, u) e considere o problema de Cauchy η
′
(τ) = −ρ(η(τ))v0, ∀τ > 0

η(0) = u.

Agora, observe que existe uma deformação cont́ınua η(τ, u) e τ0 > 0 tal que para todo τ ∈ [0, τ0]

satisfaz as seguintes propriedades :

(a) η(τ, u) = u, ∀ u /∈ B;

(b) τ → I(η(τ, u)) é decrescente ∀ η(τ, u) ∈ B;

(c) I(η(τ, w)) ≤ I(w)− r
′
α

2
τ.

Mostramos que ocorre (a).

Seja u /∈ B, da definição ρ temos ρ(u) = 0, é a única solução que satisfaz o problema de

Cauchy é a constante com valor u, então temos η(τ, u) = u.

Provamos (b).

Desde que η(τ) ∈ B ⊂ Br(w) temos que

I
′
(η(τ))v0 = α > 0.

Pela definição de ρ temos que

ρ(η(τ)) > 0.

Vamos derivar I em relação a τ , ∀ η(τ) ∈ B,

d

dτ
(I(η(τ))) = I

′
(η(τ))η

′
(τ)

= I
′
(η(τ))(−ρ(η(τ))v0)

= −ρ(η(τ))I
′
(η(τ))v0

= −ρ(η(τ))α

< 0,

o que prova (b).
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Provamos (c).

Dado τ0 > 0 tal que η(τ, u) ∈ B para cada 0 ≤ τ ≤ τ0, podemos assumir sem perda de

generalidade que

‖η(τ, w)− w‖ ≤ r
′

2
⇔ η(τ, w) ∈ B r

′
2

(w), para cada 0 ≤ τ ≤ τ0.

Assim, desde que

ρ(η(τ, w)) = dist(η(τ, w),BC) ≥ r
′

2
,

e
d

dτ
(I(η(τ, w))) = −ρ(η(τ, w))α ≤ −r

′
α

2
.

Se integrarmos em [0, τ0] então

I(η(τ0, w))− I(w) ≤ −r
′
α

2
τ0,

e fazendo τ = τ0, obtemos

I(η(τ, w)) ≤ I(w)− r
′
α

2
τ,

o que mostra (c). Considere a deformação η0 : D → W 1,N
0 (Ω) dada por

ητ0(t, T ) := η(τ0, tw
+ + Tw−), ∀(t, T ) ∈ D,

e mostremos que

max
(t,T )∈D

I(ητ0(t, T )) < c0.

De fato, por (b) e usando o fato de η satisfazer η(0, u) = u, para todo (t, T ) ∈ D \ {(1, 1)}

segue que,

I(ητ0(t, T )) = I(η(τ0, tw
+ + Tw−)).
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Por (b),

I(ητ0(t, T )) < I(η(0, tw+ + Tw−)).

Da condição inicial, obtemos

I(ητ0(t, T )) < I(η(0, tw+ + Tw−))

= I(tw+ + Tw−)

= hw(t, T ).

Desde que w ∈M e (t, T ) 6= (1, 1) pelo Lema 2.3

hw(t, T ) < hw(1, 1)

= I(w)

= c0,

e dáı

I(ητ0(t, T )) < c0.

Agora, analisemos o caso (t, T ) = (1, 1). Por definição,

I(ητ0(1, 1)) = I(η(τ0, w
+ + w−)

= I(η(τ0, w)).

Por (c),

I(ητ0(1, 1)) = I(η(τ0, w))

≤ I(w)− r
′
α

2
τ0

< I(w)

= c0
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Então,

max
(t,T )∈D

I(ητ0(t, T )) < c0. (2.13)

Mostraremos que ητ0(D) ∩M 6= ∅, ou seja, contradizendo (2.13).

Defina ψτ0 : D → R2 tal que

ψτ0 :=

(
I
′
(ητ0(t, T ))(ητ0(t, T ))+

t
,
I
′
(ητ0(t, T ))(ητ0(t, T ))−

T

)
.

Pela definição η e fazendo τ = τ0, segue que

ψτ0(t, T ) =

(
I
′
(η(τ0, tw

+ + Tw−))(η(τ0, tw
+ + Tw−))+

t
,
I
′
(η(τ0, tw

+ + Tw−))(η(τ0, tw
+ + Tw−))−

T

)
,

para todo (t, T ) ∈ ∂D.

Por (2.12), segue que (t, T ) /∈ B e por (a),

ψτ0(t, T ) =

(
I
′
(tw+ + Tw−)(tw+ + Tw−)+

t
,
I
′
(tw+ + Tw−)(tw+ + Tw−)−

T

)
=

(
I
′
(tw+ + Tw−)w+, I

′
(tw+ + Tw−)w−

)
= φw(t, T ).

Pelo grau topológico de Brower,

deg (ψτ0 , D, (0, 0)) = deg (φw, D, (0, 0)) = sgn
(

det(φw)
′
(1, 1)

)
= 1.

Assim, segue que ψτ0 tem um zero em D, o qual denotamos por (t, T ), ou seja, ψτ0(t, T ) =

(0, 0). Pela definição de ψτ0 temos

I
′
(ητ0(t, T ))(ητ0(t, T ))± = 0.

Então, existe (t, T ) ∈ D tal que ητ0(t, T ) ∈ M, o que contradiz (2.13). Portanto I
′
(w) = 0,

mostrando que w é ponto cŕıtico de I.
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Por fim, vamos provar que w tem exatamente dois domı́nios nodais, ou seja, w muda de

sinal exatamente uma vez. Por (a1), (f1) e (f2) segue que w é cont́ınua. Logo

Ω̃ = {x ∈ Ω : w(x) 6= 0}

é aberto.

Vamos supor, por contradição que Ω̃ tem mais de duas componentes conexas ou w tem

mais de dois domı́nios nodais, uma vez que w muda de sinal, sem perda de generalidade,

podemos supor que

w = w1 + w2 + w3,

com w1 ≥ 0, w2 ≤ 0, w3 6= 0 e

supp(wi) ∩ supp(wj) = ∅, i 6= j; i, j = 1, 2, 3.

Note que

wi = 0 em Ω \ supp(wi), i = 1, 2, 3.

Como I
′
(w) = 0 e pelos suportes disjuntos, implica que

I
′
(w1 + w2)w1 = 0 = I

′
(w1 + w2)w2.

Desde que, 0 6= w1 = (w1 + w2)+ e 0 6= w2 = (w1 + w2)−, por argumentos já usados

esistem t1, t2 ∈ (0, 1] tal que

t1(w1 + w2)+ + t2(w1 + w2)− ∈M,

isto é,

t1w1 + t2w2 ∈M
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e ainda

I(t1w1 + t2w2) ≥ c0. (2.14)

Como w3 6= 0 e w3 ∈ N , pelo Lema 2.1 e por argumentos similares feito no Lema 2.3 segue

que,

I(t1w1 + t2w2) ≤ I(w1 + w2)

< I(w1 + w2) + I(w3)

= I(w1 + w2 + w3)

= I(w)

= c0,

o que contradiz (2.14). Portanto w3 = 0, e isto conclui a demonstração do nosso teorema. 2

2.2 Demonstração do Teorema 2.2

Agora, para demonstrarmos o Teorema 2.2, além dos Lemas já demonstrados até o momento,

precisaremos de outros resultados. Consideremos o seguinte problema auxiliar

(Pr)

 −k3∆pu− k4∆Nu = |u|r−2u em Ω,

u ∈ W 1,N
0 (Ω),

onde r é a constante da hipótese (f5), o funcional associado ao problema (Pr) é dado por

Ir(u) =
k3

p

∫
Ω

|∇u|pdx+
k4

N

∫
Ω

|∇u|Ndx− 1

r

∫
Ω

|u|rdx,

e a variedade de Nehari

Nr =
{
u ∈ W 1,N

0 (Ω) : u 6= 0 : I
′

r(u)u = 0
}

(2.15)
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e

Mr =
{
u ∈ Nr : u± 6= 0 : I

′

r(u)u± = 0
}
. (2.16)

Desde que r > N , segue W 1,N
0 (Ω) ↪→ Lr(Ω), por [9, Teorema 1], existe wr ∈ W 1,N

0 (Ω) tal que

w±r 6= 0, Ir(wr) = c∗r, I
′

r(wr) = 0

e

c∗r ≥
r −N
rN

∫
Ω

|wr|rdx,

onde c∗r = inf
Mr

Ir.

Lema 2.6 O valor c∗ = inf
M
I satisfaz

c∗ ≤ c∗rNr(r − p)
(r −N)prτ p/(r−p)

Demonstração: Note que por (a1), temos

∫
Ω

a(|∇wr|p)|∇wr|pdx ≤ k3

∫
Ω

|∇wr|pdx+ k4

∫
Ω

|∇wr|Ndx.

Como I
′
r(wr)wr = 0, tem-se

k3

∫
Ω

|∇wr|pdx+ k4

∫
Ω

|∇wr|Ndx =

∫
Ω

|wr|rdx. (2.17)

Logo,

∫
Ω

a(|∇wr|p)|∇wr|pdx ≤
∫

Ω

|wr|rdx.

De (f5) temos que

∫
Ω

|wr|rdx ≤
1

τ

∫
Ω

f(wr)wrdx.
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Então

∫
Ω

a(|∇wr|p)|∇wr|pdx ≤
1

τ

∫
Ω

f(wr)wrdx,

como τ > 1, segue que

∫
Ω

a(|∇wr|p)|∇wr|pdx ≤
∫

Ω

f(wr)wrdx. (2.18)

Por (2.18), temos

I
′
(w±r )w±r ≤ 0.

Então, existem β1, β2 ∈ (0, 1) tal que β1w
+
r + β2w

−
r ∈M. Pela definição de c∗

c∗ = inf
M
I

≤ I(β1w
+
r + β2w

−
r )

=
1

p

∫
Ω

A(|∇(β1w
+
r + β2w

−
r )|p)dx−

∫
Ω

F (β1w
+
r + β2w

−
r )dx.

Por (a1) e (2.2) vem que

c∗ ≤ k3β1
p

p

∫
Ω

|∇w+
r |pdx+

k4β1
N

N

∫
Ω

|∇w+
r |Ndx

+
k3β2

p

p

∫
Ω

|∇w−r |pdx+
k4β2

N

N

∫
Ω

|∇w−r |Ndx−
∫

Ω

F (β1w
+
r + β2w

−
r )dx.

De (f5) e da definição de F , temos que

∫
Ω

F (β1w
+
r + β2w

−
r )dx ≥ βr1τ

r

∫
Ω

|w+
r |rdx+

βr2τ

r

∫
Ω

|w−r |rdx.

Então

c∗ ≤ k3β1
p

p

∫
Ω

|∇w+
r |pdx+

k4β1
N

N

∫
Ω

|∇w+
r |Ndx−

βr1τ

r

∫
Ω

|w+
r |rdx

+
k3β2

p

p

∫
Ω

|∇w−r |pdx+
k4β2

N

N

∫
Ω

|∇w−r |Ndx−
βr2τ

r

∫
Ω

|w−r |rdx.
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Usando o fato de β1, β2 ∈ (0, 1) e 1 < p < N segue que,

c∗ ≤ βp1
p

[
k3

∫
Ω

|∇w+
r |pdx+ k4

∫
Ω

|∇w+
r |Ndx

]
− βr1τ

r

∫
Ω

|w+
r |rdx

+
βp2
p

[
k3

∫
Ω

|∇w−r |pdx+ k4

∫
Ω

|∇w−r |Ndx
]
− βr1τ

r

∫
Ω

|w−r |rdx.

Como I
′
r(wr) = 0, segue que I

′
r(w

±
r )w±r = 0. Logo,

c∗ ≤ βp1
p

∫
Ω

|w+
r |rdx−

βr1τ

r

∫
Ω

|w+
r |rdx

+
βp2
p

∫
Ω

|w−r |rdx−
βr1τ

r

∫
Ω

|w−r |rdx

=

[
β1

p

p
− τβ1

r

r

] ∫
Ω

|w+
r |rdx+

[
β2

p

p
− τβ2

r

r

] ∫
Ω

|w−r |rdx.

Então,

c∗ ≤ max
s≥0

[
sp

p
− τsr

r

] ∫
Ω

|wr|rdx

e ainda

c∗ ≤ max
s≥0

[
sp

p
− τsr

r

] ∫
Ω

|wr|rdx

≤ max
s≥0

[
sp

p
− τsr

r

]
c∗rNr

r −N
.

Por uma manipulação algébrica, segue que

max
s≥0

[
sp

p
− τsr

r

]
=

r − p
prτ p/(r−p)

.

Portanto

c∗ ≤ max
s≥0

[
sp

p
− τsr

r

]
c∗rNr

r −N

≤ c∗rNr(r − p)
(r −N)prτ p/(r−p)

.
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2

Lema 2.7 Se (un) ⊂ N sequência minimizante para c∗, então

lim sup
n→+∞

‖un‖N/N−1 ≤ αN
2(α0 + δ)

.

Demonstração: Pelo Lema 2.1 temos que,

‖un‖N ≤ c∗θpγ

k2(θ − pγ)
+ on(1).

Pelo Lema 2.6,

‖un‖N ≤ θpγ

k2(θ − pγ)
.

c∗rNr(r − p)
(r −N)prτ p/(r−p)

+ on(1).

Como τ > τ ∗ em (f5), segue que

‖un‖N ≤
[

αN
2(α0 + δ)

]N−1

+ on(1).

Portanto

‖un‖N/N−1 ≤ αN
2(α0 + δ)

+ on(1),

o que implica

lim sup
n→+∞

‖un‖N/N−1 ≤ αN
2(α0 + δ)

.

2

Lema 2.8 Se (un) ⊂M sequência minimizante para c∗, então

∫
Ω

f(un)undx→
∫

Ω

f(u)udx
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e ∫
Ω

F (un)dx→
∫

Ω

F (u)dx.

Demonstração: Basta seguir os mesmos passos do Lema 1.9. 2

Lema 2.9 Seja (un) ⊂M uma sequência minimizante para c∗, então existe s
′
> 1 tal que

lim inf
n→+∞

∫
Ω

|un±|qs
′

dx > 0.

Demonstração: Como (un) uma sequência em M, segue que

∫
Ω

a(|∇un±|p)|∇un±|pdx =

∫
Ω

f(un
±)un

±dx.

Por (a1) e (1.5),

k1

∫
Ω

|∇un±|pdx+ k2‖un±‖N ≤ ε

∫
Ω

|un±|pdx+ Cε

∫
Ω

|un±|qexp
(
α|un±|

N
N−1

)
dx.

Das Desigualdade de Poincaré, existe C > 0 tal que

∫
Ω

|un±|pdx ≤ C

∫
Ω

|∇un±|pdx,

segue que,

k1

∫
Ω

|∇un±|pdx+ k2‖un±‖N ≤ εC

∫
Ω

|∇un±|pdx+ Cε

∫
Ω

|un±|qexp
(
α|un±|

N
N−1

)
dx.

Tomando ε > 0 tal que k1 − εC > 0 temos,

k2‖un±‖N ≤ Cε

∫
Ω

|un±|qexp
(
α|un±|

N
N−1

)
dx.

Da desiguladade de Holder para s, s
′
> 1, com s próximo de 1, segue que

∫
Ω

|un±|qexp(α|un±|
N
N−1 )dx ≤

(∫
Ω

|un±|qs
′

dx

) 1

s
′
(∫

Ω

exp(sα|un±|
N
N−1 )dx

) 1
s

.
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Por um cálculo simples temos que,

∫
Ω

|un±|qexp(α|un±|
N
N−1 )dx ≤

(∫
Ω

|un±|qs
′

dx

) 1

s
′
(∫

Ω

exp(sα‖un±‖
N
N−1

(
|un±|
‖un±‖

) N
N−1

)dx

) 1
s

.

Desde que (un) é uma sequência minimizante, segue do Lema 2.8

lim
n→+∞

sup ‖un‖N/N−1 ≤ αN
2(α0 + δ)

,

tomamos α = α0 + δ.

Usando o Teorema A.1 (Apêndice A), temos

sup
‖ |un

±|
‖un±‖

‖=1

∫
Ω

exp(sα‖un±‖
N
N−1

(
|un±|
‖un±‖

) N
N−1

)dx ≤M.

Então

k2‖un±‖N ≤ Cε

(∫
Ω

|un±|qs
′
) 1

s
′

M
1
s ,

pelo Lema 2.1,

k2ρ
N
1 ≤ Cε

(∫
Ω

|un±|qs
′
) 1

s
′

M
1
s ,

por um cálculo simples segue que,

0 <

(
k2ρ1

N

CεM
1
s

)s′
≤
∫

Ω

|un±|qs
′

.

Portanto

lim inf
n→+∞

∫
Ω

|un±|qs
′

dx > 0.

2

Agora vamos demonstrar o Teorema 2.2
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Demonstração: Pelo Lema 2.1, existe c0 > 0 tal que

c0 = inf
u∈M

I(u).

Então existe uma sequência minimizante limitada (wn) em M, pois I é coercivo. A menos

de subsequência, temos que existem w,w1, w2 ∈ W 1,N
0 (Ω) tais que

wn ⇀ w,w+
n ⇀ w1 e w−n ⇀ w2

em W 1,N
0 (Ω), das imersões compactas

wn → w,w+
n → w1 e w−n → w2

em Lm(Ω), com m > N .

Por devidas adaptações de [15, Lema 2.3], as transformações

w → w+ e w → w−,

são cont́ınuas de Lm(Ω) em Lm(Ω), temos que w+ = w1 ≥ 0 e w− = w2 ≤ 0.

Como

w+
n → w+, w−n → w− em Lqs

′

(Ω),

pelo Lema 2.9 segue que

lim inf
n→+∞

∫
Ω

|wn±|qs
′

dx =

∫
Ω

|w±|qs
′

dx > 0,

o que nos da w± 6= 0 e consequentemente w = w+ + w−.

Pelo Lema 2.2 existem t1, t2 > 0 tal que

I
′
(t1w

+ + t2w
−)w+ = I

′
(t1w

+)w+ = I
′
(t1w

+)t1w
+ = 0 (2.19)
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e

I
′
(t1w

+ + t2w
−)w− = I

′
(t2w

−)w− = I
′
(t2w

−)t2w
− = 0, (2.20)

com t1w
+ + t2w

− ∈M. Provemos que t1, t2 ≤ 1.

Por (a2) temos que,

∫
Ω

(
1

p
A(|∇w±|p)− 1

N
a(|∇w±|p)|∇w±|p

)
≤ lim inf

∫
Ω

(
1

p
A(|∇w±n |p)−

1

N
a(|∇w±n |p)|∇w±n |p

)

e

∫
Ω

a(|∇w±|p)|∇w±|pdx ≤ lim inf

∫
Ω

a(|∇w±n |p)|∇w±n |pdx.

Pelo Lema 2.8, ∫
Ω

f(w±n )w±n dx→
∫

Ω

f(w±)w±dx

e ∫
Ω

F (w±n )dx→
∫

Ω

F (w±)dx.

Então

I
′
(w±)w± =

∫
Ω

a(|∇w±|p)|∇w±|pdx−
∫

Ω

f(w±)w±dx

≤ lim inf

∫
Ω

a(|∇w±n |p)|∇w±n |pdx− lim

∫
Ω

f(w±n )w±n dx

= lim inf

∫
Ω

a(|∇w±n |p)|∇w±n |pdx− lim inf

∫
Ω

f(w±n )w±n dx

= lim inf I
′
(w±n )w±n

= 0,

ou seja,

I
′
(w±)w± ≤ 0. (2.21)

74



Por (2.19), (2.20), (2.21) e argumentos similares feitos na demonstração do Lema 2.3 obtemos

0 < t1, t2 ≤ 1. Note que,

c0 = inf
u∈M

I(u)

≤ I(t1w
+ + t2w

−)

= I(t1w
+ + t2w

−)− 1

N
I
′
(t1w

+ + t2w
−)(t1w

+ + t2w
−).

Usando o fato de 0 < t1, t2 ≤ 1 e repetindo os mesmos argumentos do Lema 2.3 obtemos,

c0 ≤ I(t1w
+ + t2w

−)− 1

N
I
′
(t1w

+ + t2w
−)(t1w

+ + t2w
−)

≤ I(w+ + w−)− 1

N
I
′
(w+ + w−)(w+ + w−).

Como consequência de (a2) segue que,

c0 ≤ I(w+ + w−)− 1

N
I
′
(w+ + w−)(w+ + w−)

≤ lim inf

[
I(w+

n + w−n )− 1

N
I
′
(w+

n + w−n )(w+
n + w−n )

]
= lim inf

[
I(wn)− 1

N
I
′
(wn)(wn)

]
= lim inf I(wn)

= c0.

Portanto I(t1w
+ + t2w

−) = c0, isto é, existem 0 < t1, t2 ≤ 1 tais que,

t1w
+ + t2w

− ∈M e I(t1w
+ + t2w

−) = c0.

Afirmação : t1 = t2 = 1.

Logo

w = w+ + w− ∈M e I(w+ + w−) = I(w) = c0.

Provaremos a afirmação. Vamos supor, por contradição que t1 ou t2 são menores que 1, sem
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perda de generalidade supomos t1 < 1 e t2 = 1, ou seja, t1w
+ + w− ∈M e

I(t1w
+ + w−) = I(t1w

+ + w−)− 1

N
I
′
(t1w

+ + w−)(t1w
+ + w−).

Como t1w
+ + w− < w+ + w− e repetindo os mesmos argumentos do Lema 2.3 segue que

I(t1w
+ + w−) < I(w+ + w−)− 1

N
I
′
(w+ + w−)(w+ + w−).

Por (a2) segue que,

I(t1w
+ + w−) < I(w+ + w−)− 1

N
I
′
(w+ + w−)(w+ + w−)

≤ lim inf

[
I(w+

n + w−n )− 1

N
I
′
(w+

n + w−n )(w+
n + w−n )

]
= lim inf

[
I(wn)− 1

N
I
′
(wn)(wn)

]
= lim inf I(wn)

= c0.

Mostrando que I(t1w
+ + w−) < c0, o que é um absurdo. Portanto t1 = t2 = 1.

Mostraremos que I
′
(w) = 0. Vamos supor, por contradição que I

′
(w) 6= 0, isto é, existe

constante α > 0 e v0 ∈ W 1,N
0 (Ω) com ‖v0‖ = 1 tal que

I
′
(w)v0 = 2α > 0.

Como I é de classe C1, segue que existe r > 0 tal que

I
′
(v)v0 = α, ∀v ∈ Br(w), v± 6= 0.

Defina D = (ξ, χ)× (ξ, χ) ⊂ R2, com 0 < ξ < 1 < χ tais que:

(i) (1, 1) ∈ D e φw(t, s) = (0, 0) em D se (t, s) = (1, 1);

(ii) c0 /∈ hw(∂D);

(iii)
{
tw+ + Tw− : (t, T ) ∈ D

}
⊂ Br(w),

onde hw e φw já foram definidas no Lema 2.3, e tomamos um raio r
′
> 0 suficientemente
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pequeno para que

B = Br′ (w) ⊂ Br(w) e B ∩
{
tw+ + Tw− : (t, T ) ∈ ∂D

}
= ∅. (2.22)

Definimos uma função cont́ınua ρ : W 1,N
0 (Ω)→ [0,+∞), dada por

ρ(u) = dist(u,BC), ∀u ∈ W 1,N
0 (Ω).

Denote η(τ) = η(τ, u) e considere o problema de Cauchy η
′
(τ) = −ρ(η(τ))v0, ∀τ > 0

η(0) = u.

Agora, observe que existe uma deformação cont́ınua η(τ, u) e τ0 > 0 tal que para todo τ ∈ [0, τ0]

satisfaz as seguintes propriedades :

(a) η(τ, u) = u, ∀ u /∈ B;

(b) τ → I(η(τ, u)) é decrescente ∀ η(τ, u) ∈ B;

(c) I(η(τ, w)) ≤ I(w)− r
′
α

2
τ.

Mostramos que ocorre (a).

Seja u /∈ B, da definição ρ temos ρ(u) = 0, é a única solução que satisfaz o problema de

Cauchy é a constante com valor u, então temos η(τ, u) = u.

Provamos (b).

Desde que η(τ) ∈ B ⊂ Br(w) temos que

I
′
(η(τ))v0 = α > 0.

Pela definição de ρ temos que

ρ(η(τ)) > 0.
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Vamos derivar I em relação aτ , ∀ η(τ) ∈ B,

d

dτ
(I(η(τ))) = I

′
(η(τ))η

′
(τ)

= I
′
(η(τ))(−ρ(η(τ))v0)

= −ρ(η(τ))I
′
(η(τ))v0

= −ρ(η(τ))α

< 0,

o que prova (b).

Provamos (c).

Dado τ0 > 0 tal que η(τ, u) ∈ B para cada 0 ≤ τ ≤ τ0, podemos assumir sem perda de

generalidade que

‖η(τ, w)− w‖ ≤ r
′

2
⇔ η(τ, w) ∈ B r

′
2

(w), para cada 0 ≤ τ ≤ τ0.

Assim, desde

ρ(η(τ, w)) = dist(η(τ, w),BC) ≥ r
′

2
,

e
d

dτ
(I(η(τ, w))) = −ρ(η(τ, w))α ≤ −r

′
α

2
.

Se integrarmos em [0, τ0] então

I(η(τ0, w))− I(w) ≤ −r
′
α

2
τ0,

fazendo τ = τ0,

I(η(τ, w)) ≤ I(w)− r
′
α

2
τ,

o que mostra (c). Considere a deformação η0 : D → W 1,N
0 (Ω) dada por

ητ0(t, s) := η(τ0, tw
+ + Tw−), ∀(t, T ) ∈ D,
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e

max
(t,T )∈D

I(ητ0(t, T )) < c0.

De fato, por (b) e usando o fato de η satisfazer η(0, u) = u, para todo (t, T ) ∈ D \ {(1, 1)}

segue que,

I(ητ0(t, T )) = I(η(τ0, tw
+ + Tw−)).

Por (b),

I(ητ0(t, T )) < I(η(0, tw+ + Tw−)).

Da condição inicial, obtemos

I(ητ0(t, s)) < I(η(0, tw+ + Tw−))

= I(tw+ + Tw−)

= hw(t, T ).

Desde que w ∈M e (t, T ) 6= (1, 1) pelo Lema 2.3,

I(ητ0(t, T )) < hw(t, T )

< hw(1, 1)

= I(w)

= c0.

Agora para o caso (t, T ) = (1, 1). Por definição,

I(ητ0(1, 1)) = I(η(τ0, w
+ + w−)

= I(η(τ0, w)).
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Por (c),

I(ητ0(1, 1)) = I(η(τ0, w))

≤ I(w)− r
′
α

2
τ0

< I(w)

= c0,

e dáı

max
(t,T )∈D

I(ητ0(t, T )) < c0. (2.23)

Mostraremos que ητ0(D) ∩M 6= ∅, ou seja, contradizendo (2.23).

Defina ψτ0 : D → R2 tal que

ψτ0 :=

(
I
′
(ητ0(t, T ))(ητ0(t, T ))+

t
,
I
′
(ητ0(t, T ))(ητ0(t, T ))−

T

)
.

Pela definição η e fazendo τ = τ0 segue que

ψτ0(t, T ) =

(
I
′
(η(τ0, tw

+ + Tw−))(η(τ0, tw
+ + Tw−))+

t
,
I
′
(η(τ0, tw

+ + Tw−))(η(τ0, tw
+ + Tw−))−

T

)
,

para todo (t, T ) ∈ ∂D.

Por (2.22), segue que (t, T ) /∈ B e por (a),

ψτ0(t, T ) =

(
I
′
(tw+ + Tw−)(tw+ + Tw−)+

t
,
I
′
(tw+ + Tw−)(tw+ + Tw−)−

T

)
=

(
I
′
(tw+ + Tw−)w+, I

′
(tw+ + Tw−)w−

)
= φw(t, T ).

Pelo grau topológico de Brower,

deg (ψτ0 , D, (0, 0)) = deg (φw, D, (0, 0)) = sgn
(

det(φw)
′
(1, 1)

)
= 1.
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Assim, segue que ψτ0 tem um zero em D, o qual denotamos por (t, T ), ou seja, ψτ0(t, T ) =

(0, 0), pela definição de ψτ0 , temos

I
′
(ητ0(t, T ))(ητ0(t, T ))± = 0.

Então, existe (t, T ) ∈ D tal que ητ0(t, T ) ∈ M, o que contradiz (2.23). Portanto I
′
(w) = 0,

mostrando que w é ponto cŕıtico de I. Por fim, vamos provar que w tem exatamente dois

domı́nios nodais, ou seja, w muda de sinal exatamente uma vez. Por (a1), (f1) e (f2) segue

que w é cont́ınua. Logo,

Ω̃ = {x ∈ Ω : w(x) 6= 0}

é aberto.

Vamos supor, por contradição que Ω̃ tem mais de duas componentes conexas ou w tem

mais de dois domı́nios nodais, uma vez que w muda de sinal, sem perda de generalidade,

podemos supor que

w = w1 + w2 + w3,

com w1 ≥ 0, w2 ≤ 0, w3 6= 0 e

supp(wi) ∩ supp(wj) = ∅, i 6= j; i, j = 1, 2, 3.

Note que

wi = 0 em Ω \ supp(wi), i = 1, 2, 3.

Como I
′
(w) = 0 e pelos suportes disjuntos, implica que

I
′
(w1 + w2)w1 = 0 = I

′
(w1 + w2)w2.

Desde que, 0 6= w1 = (w1 + w2)+ e 0 6= w2 = (w1 + w2)−, por argumentos já usados
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esistem t1, t2 ∈ (0, 1] tal que

t1(w1 + w2)+ + t2(w1 + w2)− ∈M,

isto é,

t1w1 + t2w2 ∈M

e ainda

I(t1w1 + t2w2) ≥ c0. (2.24)

Como w3 6= 0 e w3 ∈ N , pelo Lema 2.1 e por argumentos similares feito no Lema 2.3, segue

que

I(t1w1 + t2w2) ≤ I(w1 + w2)

< I(w1 + w2) + I(w3)

= I(w1 + w2 + w3)

= I(w)

= c0,

o que contradiz (2.24). Portanto w3 = 0, e isto conclui a demonstração do nosso teorema. 2
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Apêndice

A

APÊNDICE

Neste Apêndice vamos definir o espaço em que estamos trabalhando e enunciaremos alguns

reultados usados.

Definimos W 1,N(Ω) por

W 1,N(Ω) :=

{
u ∈ LN(Ω);

∂u

∂xi
∈ LN(Ω); i = 1, 2, ..., N

}

com a seguinte norma

‖u‖1,N =

(∫
Ω

|u|N +

∫
Ω

|∇u|N
) 1

N

.

Definição. Seja Ω ⊂ RN um aberto. O espaço W 1,N
0 (Ω) é definido como sendo o fecho de

C∞0 (Ω) na norma ‖.‖1,N , isto é,

W 1,N
0 (Ω) = C∞0 (Ω)

‖.‖1,N

onde a norma de W 1,N
0 (Ω) é dada por

‖u‖W 1,N
0 (Ω) =

(∫
Ω

|∇u|N
) 1

N

.

Teorema A.1 (Desigualdade de Trundinger-Moser). Para cada u ∈ W 1,N
0 (Ω) e α > 0

exp
(
α|u|

N
N−1

)
∈ L1(Ω)
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e existe uma constante M > 0 tal que

sup
‖u‖

W
1,N
0 (Ω)

≤1

∫
Ω

exp
(
α|u|

N
N−1

)
dx ≤M,

para cada α ≤ αN := Nw
1/N−1
N−1 , onde wN−1 é a medida (N−1)-dimensional da (N−1)esfera.

Demonstração: Ver [51]. 2

Teorema A.2 (Teorema da convergência dominada de Lebesgue). Seja (fn) uma sequência

de funções em L1(Ω) satisfazendo

a) fn(x)→ f(x) q.s.Ω.

b) Existe uma função g ∈ L1(Ω) tal que |fn(x)| ≤ g(x), q.s.Ω, ∀n ∈ N.

Então f ∈ L1(Ω) e

∫
Ω

fndx→
∫

Ω

fdx.

Demonstração: Ver [14]. 2

Teorema A.3 Seja (fn) uma sequência em Lp(Ω) e f ∈ Lp(Ω) tal que |fn− f |p → 0. Então

existem uma subsequência (fnk) e h ∈ Lp(Ω) tal que,

a) fnk(x)→ f(x) q.s.Ω.

b) |fnk(x)| ≤ h(x), q.s.Ω, ∀k ∈ N.

Demonstração: Ver [14]. 2

Teorema A.4 (Brezis e Lieb) Seja Ω um subconjunto aberto do RN e (fn) ⊂ Lp(Ω),

f ∈ Lp(Ω) com p > 1. Suponha que fn(x) → f(x) q.t.p. em Ω e que existe C > 0 tal

que ∫
Ω

|fn|pdx ≤ C, ∀n ∈ N.

Então, ∫
Ω

fnϕ→
∫

Ω

fϕ,∀ϕ ∈ Lq(Ω),

onde, 1
p

+ 1
q

= 1.

Demonstração: Ver [14]. 2
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Teorema A.5 (Imersão de W 1,N(Ω)). Se Ω ⊂ RN é um aberto limitado de classe C1, então

vale a imersão

W 1,N(Ω) ↪→ Lq(Ω)

qualquer que seja q ≥ 1.

Demonstração: Ver [14] 2

Teorema A.6 (Rellich-Kondrachov). Se Ω ⊂ RN é um aberto limitado de classe C1, então

a seguinte imersão é compacta

W 1,N(Ω) ↪→ Lq(Ω)

qualquer que seja q ≥ 1.

Demonstração: Ver [14] 2

Lema A.1 Se t 7→ a(tp)

t(N−p)
é não-crescente para t > 0. Então

a′(t)t ≤ (N − p)
p

a(t) para todo t > 0

e existe γ ≥ N
p

tal que

A(t) ≥ 1

γ
a(t)t para todo t ≥ 0.

Demonstração: Note que,

(
a(tp)

t(N−p)

)′
=
a
′
(tp)ptp−1tN−p − a(tp)(N − p)tN−p−1

t(N−p)2
≤ 0,

logo

a
′
(tp)ptp−1tN−p − a(tp)(N − p)tN−p−1 ≤ 0,

o que implica

a′(t)t ≤ (N − p)
p

a(t) para todo t ≥ 0.
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Por outro lado,

∫ t

0

a
′
(s)sds ≤

∫ t

0

(N − p)
p

a(s)ds =
N − p
p

A(t),

usando integração por partes,

ta(t)− A(t) =

∫ t

0

a
′
(s)sds ≤ N − p

p
A(t),

logo

ta(t) ≤ N − p
p

A(t) + A(t),

o que implica

A(t) ≥ 1

γ
a(t)t para todo t > 0.

2
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Apêndice

B

APÊNDICE

2.1 Grau topológico de Brouwer

Nosso objetivo neste apêndice é definir o grau topológico de Brouwer e enunciar as

propriedades utilizadas em nosso trabalho.

2.1.1 Caso regular

Seja Φ ∈ C2(Ω̄,RN), onde Ω ⊂ RN é aberto e limitado e N ≥ 1, e b /∈ Φ(∂Ω) ∪ Φ(SΦ).

Definimos o grau topológico de Brouwer da aplicação de Φ em relação a Ω no ponto b, como

sendo o número inteiro

d(Φ,Ω, b) =


∑

ξi∈Φ−1({b})

sgn (JΦ(ξi)) se b ∈ Φ(Ω)

0 se b /∈ Φ(Ω),

onde sgn é a função sinal que é definida por

sgn(t) =

 1, se t > 0

−1, se t < 0,

onde SΦ = {x ∈ Ω; JΦ(x) = 0}, onde JΦ representa a matriz Jacobiana de Φ.

Queremos dar uma definição de grau para funções menos regulares, sendo assim os

próximos resultados são fundamentais.
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Proposição B.1 Sejam Φ ∈ C2(Ω̄,RN), b /∈ Φ(∂Ω) ∪ Φ(SΦ). Então existe uma vizinhança

U de α na topologia C1(Ω̄,RN) tal que se ψ ∈ U ∪ C2(Ω̄,RN), temos que

i) b /∈ ψ(∂Ω) ∪ ψ(Sψ).

ii) d(α,Ω, b) = d(ψ,Ω, b).

Demonstração: Ver [13] 2

Proposição B.2 Sejam Φ ∈ C2(Ω̄,RN) e b1, b2 /∈ Φ(∂Ω)∪Φ(SΦ). Se b1 e b2 estão na mesma

componente conexa de RN \ Φ(∂Ω), então

d(Φ,Ω, b1) = d(Φ,Ω, b2).

Demonstração: Ver [13] 2

2.1.2 Caso singular

Sejam Φ ∈ C2(Ω̄,RN) e b /∈ Φ(∂Ω). Neste caso, temos

ρ := dist(b,Φ(∂Ω)) > 0.

Escolhendo 0 < γ < ρ, segue do Teorema de Sard que existe b1 ∈ Bγ(b) tal que b1 /∈ Φ(SΦ).

Logo, b /∈ Φ(∂Ω) ∩ Φ(SΦ).

Definimos então

d(Φ,Ω, b) = d(Φ,Ω, b1).

Proposição B.3 Para Φ ∈ C2(Ω̄,RN), b /∈ Φ(∂Ω), existe uma vizinhança U de Φ na

topologia C1(Ω̄,RN) tal que se ψ ∈ U ∩ C2(Ω̄,RN), temos que

i) b /∈ ψ(∂Ω) ∪ ψ(Sψ)

ii) d(Φ,Ω, b) = d(ψ,Ω, b).

Demonstração: Ver [13] 2
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Proposição B.4 Sejam Φ ∈ C2(Ω̄,RN), b1, b2 /∈ Φ(∂Ω). Se b1 e b2 estão na mesma

componente conexa de RN \ Φ(∂Ω), então

d(Φ,Ω, b1) = d(Φ,Ω, b2).

Demonstração: Ver [13] 2

Proposição B.5 Dados α ∈ C(Ω,RN) e ε > 0, existe ψ ∈ C∞(Ω,RN) tal que

‖α− ψ‖C(Ω,RN ) < ε.

Demonstração: Ver [13] 2

2.1.3 Caso geral

Sejam α ∈ C(Ω,RN) e b /∈ α(∂Ω). Assim

ρ := dist(b, α(∂Ω)) > 0.

Pela proposição anterior, existe ψ ∈ C2(Ω,RN) tal que

‖α− ψ‖C(Ω,RN ) <
ρ

2
,

dáı B ρ
2
⊂ RN \ ψ(∂Ω), logo podemos falar de d(ψ,Ω, b).

Definimos,

d(α,Ω, b) := d(ψ,Ω, b).

2.1.4 Propriedades do Grau topológico de Brouwer

Teorema B.1Sejam α ∈ C(Ω,RN) e b /∈ α(∂Ω).

(i) (Normalização)

d(I,Ω, b) =

 1, se b ∈ Ω

0, se b /∈ Ω,
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(ii) (Continuidade em relação a α)

Existe uma vizinhança U de α em C(Ω,RN) tal que se f ∈ U então

a) b /∈ f(∂Ω)

b) d(f,Ω, b) = d(α,Ω, b).

(iii) (Invariância por homotopia)

Se H ∈ C(Ω× [0, 1],RN) e b /∈ H(∂Ω× [0, 1]), então

d(H(., t),Ω, b) = cte, ∀t ∈ [0, 1].

(iv) (Continuidade em relação ao ponto b)

Se b1 e b estão na mesma componente conexa de RN \ α(∂Ω), então

d(α,Ω, b1) = d(α,Ω, b).

(v)

d(α,Ω, b) = d(α− b,Ω, 0).

(vi) (Aditividade)

Se Ω = Ω1 ∪ Ω2, Ω1 e Ω2 aberto e disjuntos e b /∈ α(∂Ω1) ∪ α(∂Ω2), então b /∈ α(∂Ω) e

d(α,Ω, b) = d(α,Ω1, b) + d(α,Ω2, b).

(vii) (Excisão)

Se K ⊂ Ω é fechado e b /∈ α(K) ∪ α(∂Ω), então

d(α,Ω, b) = d(α,Ω \K, b).

(viii) (Produto cartesiano de funções)

Seja Ω1 ⊂ RN1 e Ω2 ⊂ RN2 abertos limitados, b1 /∈ α1(∂Ω1), b2 /∈ α2(∂Ω2) então

d((α1, α2),Ω1 × Ω2, (b1, b2)) = d(α1,Ω1, b1).d(α2,Ω2, b2)

90



(ix) (Existência)

Se d(α,Ω, b) 6= 0 então b ∈ α(Ω).

(x) (Dependência da fronteira)

Se ψ ∈ C(Ω,RN) com ψ(x) = α(x) para todo x ∈ ∂Ω então,

d(α,Ω, b) = d(ψ,Ω, b).

Demonstração: Ver [13] 2
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