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- Ao professor Francisco Júlio pelos ensinamentos que me proporcionou e por suas valiosas

sugestões para o aprimoramento deste trabalho.
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Resumo

Neste trabalho, usando técnicas de análise funcional não-linear, estudamos resultados de

existência e multiplicidade de soluções positivas para a seguinte classe de problemas do tipo

p&q-Laplaciano:

−div (a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = f(u),

u > 0 em Ω, u = 0 sobre ∂Ω, onde Ω é um domı́nio limitado em RN com N ≥ 3, 2 ≤ p < N .

As hipóteses sobre a função a nos permitem estender esse resultado para uma grande classe

de problemas e a função f será descrita ao longo do nosso trabalho.

Palavras-Chaves: Equações Eĺıpticas, p&q-Laplaciano, Problema Singular e Método

Variacional.
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Abstract

In this paper, using techniques from non linear functional analysis, obtain some results

of existence and multiplicity of positive solutions for the following class of problems of p&q-

Laplacian type:

−div (a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = f(u),

u > 0 in Ω, u = 0 on ∂Ω, where Ω is a bounded domain in RN with N ≥ 3, 2 ≤ p < N . The

hypotheses on function a allow us to extend this result to a large class of problems and the

function f will be described throughout our work.
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Introdução

Neste trabalho, estudamos questões de existência e multiplicidade de soluções para a

seguinte classe de problemas eĺıpticos

(P )





−div (a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = f(u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado suave, a : R+ → R+ é uma função de classe C1 e f ao

longo dos caṕıtulos subsequentes terá a presença de um termo singular ou será uma função

que muda de sinal.

Este problema, do tipo p&q-Laplaciano, envolve uma classe bem mais geral de operadores

em que tal generalidade será ilustrada, através de alguns exemplos, pela função a. Problemas

envolvendo operadores deste tipo tem recebido atenção especial nos últimos anos, não somente

pelo seu interesse matemático mas também porque modela situações em f́ısica, biof́ısica e

qúımica. Na verdade, este tipo de problema tem aplicações no estudo de um sistema de

reação e difusão:

ut = div[D(u)∇u] + c(x, u), (1)

onde D(u) = |∇u|p−2 + |∇u|q−2. Em tais aplicações, a função u descreve uma concentração,

o primeiro termo do lado direito de (1) corresponde a difusão com coeficiente de difusão D(u)

e o segundo termo é o de reação e refere-se a fonte e processos de perda. Em aplicações na

qúımica e biologia o termo de reação c(x, u) é um polinômio em u com coeficientes variáveis,

ver por exemplo [20], [23] e [35].

Seja W a coleção de todas as funções a : R+ → R+ satisfazendo as seguintes propriedades:
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Existem constantes a0, a1, a2 > 0, a3 ≥ 0, p < q < N tal que

(k1) a0 +H(a3)a2t
(q−p)/p ≤ a(t) ≤ a1 + a3t

(q−p)/p, ∀ t ≥ 0,

onde H(t) = 1 se t > 0 e H(t) = 0 se t = 0 .

A função

(k2) t → a(tp)tp−2 é crescente.

Daremos abaixo alguns exemplos de função a para ilustrar o grau de generalidade do operador

abordado neste trabalho:

Exemplo 0.1 Se a ≡ 1 temos que a ∈ W e o nosso operador é o p-Laplaciano. Então o

problema (P1) assume a forma





−∆pu = f(u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

onde a0 = a1 = 1, a3 = 0 e a2 > 0.

Exemplo 0.2 Se a(t) = 1 + t
q−p
p temos que a ∈ W e obtemos





−∆pu−∆qu = f(u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

com a0 = a1 = a2 = a3 = 1.

Exemplo 0.3 Fazendo a(t) = 1 + 1

(1+t)
p−2
p

temos






−div

(
|∇u|p−2∇u+ |∇u|p−2∇u

(1+|∇u|p)
p−2
p

)
= f(u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

com a0 = 1, a1 = 2, a3 = 0 e a2 > 0 sendo a ∈ W .
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Exemplo 0.4 Considerando agora a(t) = 1 + t
q−p
p + 1

(1+t)
p−2
p

obtemos






−∆pu−∆qu− div

(
|∇u|p−2∇u

(1+|∇u|p)
p−2
p

)
= f(u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

onde a0 = 1, a1 = 2 e a3 = a2 = 1 com a ∈ W .

No Caṕıtulo 1, designado Solução Positiva para uma Classe de Equação-p&q Singular

Eĺıptica estudamos o seguinte problema

(P1)






−div (a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = 1
uα + uβ em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

com N ≥ 3, 2 ≤ p < N, α, β ∈ (0, p − 1) e a : R+ → R+ é uma função de classe C1 tal que

a ∈ W .

O estudo de problemas singulares tem sido de relevante importância nos últimos anos

como pode ser visto em [1], [2] [3], [9], [14], [19], [31], [27], [33], [36], [37] e suas referências.

Isto ocorre devido seu grande significado em aplicações tais como: mecânica dos flúıdos,

flúıdos não-Newtonianos e formação de padrões biológicos. Neste caṕıtulo, trabalhamos com

a presença de um termo singular e, portanto, temos uma dificuldade para contornar tal

singularidade e utilizamos para isto a desigualdade de Hardy-Sobolev.

Enunciaremos agora o principal resultado deste caṕıtulo:

Teorema 0.1 Suponhamos que a função a verifique as condições (a1) − (a2). Então o

problema (P1) possui uma solução positiva.

O problema (P1) foi motivado pelo estudo feito em Alves-Corrêa [1] no qual os autores

estudaram um sistema (p, q) com termos singulares. Em Figueiredo [18], o autor trabalhou

com um problema envolvendo −div (a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) considerando crescimento cŕıtico

na não linearidade, domı́nio limitado e usando método variacional. Este autor também em

[17], estudou um problema com o mesmo operador considerando agora crescimento cŕıtico e

trabalhando em RN . Neste trabalho, bem como em suas referências, os autores estudaram
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este tipo de problema usando técnicas variacionais. Porém, no nosso caso o problema (P1) foi

abordado usando método não variacional conforme as idéias contidas em [1] via o resultado

de Rabinowitz que será enunciado no Caṕıtulo 1. Acreditamos que esta técnica não havia

sido utilizada antes para operadores do tipo p&q-Laplaciano pois requer um prinćıpio de

comparação para este operador o qual será demonstrado no Lema 1.2.

Na Seção 1.1 fizemos o estudo de um problema auxiliar necessário para mostrarmos a

existência de solução positiva para o problema (P1). Posteriormente, na Seção 1.2, usando a

solução obtida para o problema auxiliar demonstramos o Teorema 0.1.

O resultado que obtivemos no Caṕıtulo 1 deu origem a um artigo que será publicado no

Nonlinear Analysis: Real Worlds and Applications [8].

No Caṕıtulo 2, denominado Existência de Solução Positiva para um Sistema Singular

Envolvendo Operadores Quasilineares, com intuito de completarmos o estudo feito no

Caṕıtulo 1, mostramos a existência e positividade de solução para a seguinte classe de sistema

singular

(P2)






−div (a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u) = h1(x)v−γ1 + k1(x)vα1 em Ω,

−div (a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v) = h2(x)u−γ2 + k2(x)uα2 em Ω,

u, v > 0 em Ω,

u = v = 0 em ∂Ω,

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado suave com N ≥ 3, 2 ≤ pi < N, αi, γi ∈ (0, pi − 1) e

hi, ki são funções cont́ınuas definidas em Ω para i = 1, 2.

As hipóteses sobre as funções ai : R+ → R+ de classe C1 são dadas por

(A1) Existem constantes reais ξ0, ξ1, ξ2, > 0, ξ3 ≥ 0 e pi < qi < N para i = 1, 2 tal que

ξ0 +H(ξ3)ξ1t
qi−pi

pi ≤ ai(t) ≤ ξ2 + ξ3t
qi−pi

pi , ∀ t ≥ 0,

onde H : [0,+∞) → {0, 1} e a função dada por

H(t) =





1 se t > 0

0 se t = 0.

4



(A2) A aplicação gi : R+ → R+, dada por gi(t) = ai(tpi)tpi−2 é crescente para i = 1, 2.

(A3) As aplicações hi, ki : Ω → (0,+∞) são funções cont́ınuas para i = 1, 2.

O resultado principal deste caṕıtulo é:

Teorema 0.2 Suponhamos que sejam válidas as condições (A1) − (A3), 2 ≤ pi < N e

αi, γi ∈ (0, pi − 1) para i = 1, 2. Então o problema (P2) possui uma solução positiva.

O Teorema 0.2 está relacionado com os resultados de [1], [2] e [37]. Em [1] os autores

estudaram o sistema 




−∆pu = v−γ1 + vα1 em Ω,

−∆qv = u−γ2 + uα2 em Ω,

u, v > 0 em Ω,

u = v = 0 em ∂Ω,

e mostraram a existência de solução usando um teorema devido a Rabinowitz [29] e a

desigualdade de Hardy-Sobolev.

Em [2] os autores estudaram o sistema Hamiltoniano singular






−∆u = 1
H(x,u,v) + T (x, u, v) em Ω,

−∆v = 1
S(x,u,v) +K(x, u, v) em Ω,

u, v > 0 em Ω,

u = v = 0 em ∂Ω,

e mostraram a existência de solução utilizando o método de Galerkin.

Em [37] foi estudado o sistema






−∆u = u−pv−q em Ω,

−∆v = u−rv−s em Ω,

u, v > 0 em Ω,

u = v = 0 em ∂Ω.

O autor mostrou resultado de existência, não existência e unicidade para diferentes valores

de p, q, r, s usando métodos de sub-supersolução.
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Completamos o estudo feito em [1] pois trabalhamos com uma classe de operadores bem

mais gerais que os considerados neste artigo.

Na Seção 2.1 estudamos a existência de solução para um problema auxiliar via Teorema de

Rabinowitz [29] e na Seção 2.2 demonstramos o Teorema 0.2 usando para isto a desigualdade

de Hardy-Sobolev.

No Caṕıtulo 3, intitulado Múltiplas Soluções Positivas Ordenadas para um Problema

Eĺıptico Envolvendo o p&q-Laplaciano estudamos questões de existência e multiplicidade de

soluções para o problema

(Pλ)





−div (a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = λf(u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado suave, λ é um parâmetro real positivo, a : R+ → R+ é

uma função de classe C1 e f : R → R é uma função cont́ınua que muda de sinal. As hipóteses

sobre as funções a e f são:

(f1) f(0) ≥ 0 e existem 0 < b1 < c1 < b2 < · · · < cm−1 < bm, zeros de f , tal que





f ≤ 0 em (bk, ck)

f ≥ 0 em (ck, bk+1);

(f2)

∫ bk+1

bk

f(s)ds > 0, ∀ k ∈ {1, . . . ,m− 1} .

(K1) Existem constantes α0,α1,α2 > 0, α3 ≥ 0 e 1 < p < q < ∞ tal que

α0 +H(α3)α1t
q−p
p ≤ a(t) ≤ α2 + α3t

q−p
p , ∀ t ≥ 0,

onde H : [0,+∞) → {0, 1} é a função dada por

H(t) =





1 se t > 0

0 se t = 0.

(K2) Se p ≥ 2, a aplicação g : R+ → R+ dada por g(t) = a(tp)tp−2 é não-decrescente e se
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1 < p < 2, a aplicação a : R+ → R+ é não-decrescente.

Considerando

γ = (1−H(α3))p+H(α3)q,

vamos denotar por X o espaço de Sobolev W 1,γ
0 (Ω).

Os principais resultados deste caṕıtulo são enunciados como segue:

Teorema 0.3 Suponhamos que as condições (f1) − (f2) e (K1) − (K2) sejam satisfeitas.

Então, existe λ∗ > 0, tal que para cada λ ∈ (λ∗,+∞) o problema (Pλ) possui ao menos

(m− 1) soluções fracas ui com

ui ∈ X ∩ L∞(Ω) e bi < ‖ui‖∞ ≤ bi+1, ∀ i ∈ {1, . . . ,m− 1} .

Teorema 0.4 Suponhamos que f(0) > 0. Se (Pλ) possui uma solução fraca não negativa

u ∈ L∞(Ω) tal que ‖u‖∞ ∈ (b1, b2], então

∫ b2

b1

f(s)ds > 0.

Relembrando que f é uma função não-linear que muda de sinal em [0,+∞) a condição

(f2) nos diz que a área entre o gráfico de f e o eixo x, correspondente ao intervalo [bi, ci], é

estritamente menor que o correspondente ao intervalo [ci, bi+1]. Este tipo de condição de área

foi estudada por Brown-Budin [5] (1979), onde eles provaram um resultado de multiplicidade

para o problema 



Lu = λf(x, u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(2)

onde L é o operador

(Lu)(x) = −
N∑

i,j=1

∂i(aij(x)∂ju(x)) + c(x)u(x).

Posteriormente em 1981, Hess [21] estudou este problema com L = −∆ usando métodos

variacionais e teoria do grau. Em 1984, de Figueiredo [12] considerou a questão de unicidade

7



de solução positiva para o problema





−∆u = λ sen u em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

em domı́nio limitado do RN . Em 1987, de Figueiredo [13] estudou o problema (Pλ)

considerando o operador laplaciano e usando apenas métodos variacionais. Ainda no que

diz respeito ao problema (Pλ) considerando o operador laplaciano os autores Clément-Sweers

[6], Dancer-Schmiit [10], Liu-Wang-Shi [25], Sweers [32], Wang-Kazarinoff [34] e Dancer-Yan

[11] consideraram questões de existência e multiplicidade de soluções positivas e também a

necessidade da condição (f2).

O Caṕıtulo 3 foi inspirado por Loc-Schmitt [26] onde os autores mostraram resultado

de existência e multiplicidade de solução para o problema (Pλ) utilizando o operador p-

Laplaciano. Usando as mesmas técnicas utilizadas em [26] porém, agora para um operador

bem mais geral, como nos caṕıtulos anteriores, provamos um resultado de existência e

multiplicidade para o problema (Pλ).

As seções deste caṕıtulo estão organizadas como segue: Na Seção 3.1 estabelecemos alguns

resultados preliminares. Na Seção 3.2 provamos nosso resultado de existência e multiplicidade

de solução para o problema (Pλ) usando o Prinćıpio Variacional de Ekeland e o Lema de

Brezis-Lieb. Finalmente, na Seção 3.3 provamos que a condição (f2) é necessária para

mostrarmos a existência de solução fraca para o problema (Pλ).

Os resultados centrais do Caṕıtulo 3 completam os estudos feitos em [26] no sentido que

estamos considerando uma classe de problemas quasilineares que não foi considerada pelos

autores em questão.

O estudo desenvolvido ao longo do Caṕıtulo 3 originou um artigo que será publicado no

Journal of Convex Analysis [7].

Para finalizar, no Apêndice A, enunciamos alguns resultados importantes utilizados ao

longo deste trabalho e indicamos as referências para as consultas das demonstrações.

Objetivando uma melhor organização e compreensão para o leitor enunciaremos

novamente, em cada caṕıtulo, os principais resultados, bem como as hipóteses sobre as funções

a e f.

8



Notações

! : fim de uma demonstração,

→ : convergência forte,

⇀: convergência fraca,

|.|α = |.|Lα(Ω),

|A| é a medida de Lebesgue de um conjunto A,∫

Ω

f : denota

∫

Ω

f(x) dx,

〈., .〉: par de dualidade.
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Caṕıtulo

1

Solução Positiva para uma Classe de

Equação-p&q Singular Eĺıptica

Neste caṕıtulo, estudamos um resultado de existência e positividade de solução para a

seguinte classe de problemas singulares:

(P )






−div (a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = 1
uα + uβ em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado, N ≥ 3, 2 ≤ p < N e α, β ∈ (0, p − 1). As hipóteses

sobre a função a serão listadas abaixo.

Para estabelecer a existência de solução positiva para o problema (P ) usamos o seguinte

problema auxiliar:

(Pε)






−div (a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = 1
|u|α+ε + |u|β em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

onde 0 < ε < 1 para o qual mostramos a existência de solução utilizando um resultado de

Rabinowitz descrito na Proposição 1.1.

As hipóteses sobre a função a : R+ −→ R+ de classe C1 são:

10



Existem constantes a0, a1, a2 > 0, a3 ≥ 0, p < q < N tal que

(k1) a0 +H(a3)a2t
(q−p)/p ≤ a(t) ≤ a1 + a3t

(q−p)/p, ∀ t ≥ 0,

onde H(t) = 1 se t > 0 e H(t) = 0 se t = 0 .

A função

(k2) t → a(tp)tp−2 é crescente.

O principal resultado deste caṕıtulo segue descrito abaixo:

Teorema 1.1 Suponhamos que a função a satisfaça as condições (a1) − (a2). Então o

problema (P ) possui uma solução positiva.

No que segue, consideramos γ = (1−H(a3))p+H(a3)q e definimos o espaço de Sobolev

X = W 1,γ
0 (Ω) munido com a norma

‖u‖ = ‖u‖1,p +H(a3)‖u‖1,q,

onde ‖u‖1,m =

(∫

Ω

|∇u|mdx
) 1

m

, para m ≥ 1.

Vamos agora considerar o operador T : X −→ X∗ que a cada u ∈ X associa um elemento

de X∗ (dual topológico de X) dado por

〈Tu,φ〉 =
∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇φ.

Note que Tu está bem definido, pois usando a hipótese (a1), temos, para cada φ ∈ X,

〈Tu,φ〉 =

∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇φ

≤
∣∣∣∣
∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇φ
∣∣∣∣

≤
∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−1|∇φ|

≤ a1

∫

Ω

|∇u|p−1|∇φ|+ a3

∫

Ω

|∇u|q−1|∇φ|.
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Se a3 = 0 então γ = p e X = W 1,p
0 (Ω). Deste modo, usando a desigualdade de Hölder com

os expoentes
p

p− 1
e p obtemos

〈Tu,φ〉 ≤ a1

(∫

Ω

|∇u|p
) p−1

p
(∫

Ω

|∇φ|p
) 1

p

= a1|∇u|p−1
p |∇φ|p < ∞,

pois |∇u|, |∇φ| ∈ Lp(Ω).

Se a3 > 0 então γ = q e X = W 1,q
0 (Ω). Usando a desigualdade de Hölder com os expoentes

q

q − 1
e q temos

〈Tu,φ〉 ≤ a1

(∫

Ω

|∇u|p
) p−1

p
(∫

Ω

|∇φ|p
) 1

p

+ a3

(∫

Ω

|∇u|q
) q−1

q
(∫

Ω

|∇φ|q
) 1

q

= a1|∇u|p−1
p |∇φ|p + a3|∇u|q−1

q |∇φ|q < ∞,

pois |∇u|, |∇φ| ∈ Lq(Ω).

Mostraremos agora que se u ∈ X então Tu ∈ X∗. De fato, sejam φ1,φ2 ∈ X e c ∈ R

temos que

〈Tu, cφ1 + φ2〉 =

∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇(cφ1 + φ2)

= c

∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇φ1 +

∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇φ2

= c 〈Tu,φ1〉+ 〈Tu,φ2〉 .

Agora, observe que pela hipótese (k1) temos

| 〈Tu,φ〉 | ≤
∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−1|∇φ|

≤ a1

∫

Ω

|∇u|p−1|∇φ|+ a3

∫

Ω

|∇u|q−1|∇φ|.

12



Usando a desigualdade de Hölder com os expoentes
p

p− 1
e p,

q

q − 1
e q obtemos

| 〈Tu,φ〉 | ≤ a1

(∫

Ω

|∇u|p
) p−1

p
(∫

Ω

|∇φ|p
) 1

p

+ a3

(∫

Ω

|∇u|q
) q−1

q
(∫

Ω

|∇φ|q
) 1

q

.

Tomando C = max
{
a1‖u‖p−1

1,p , a3‖u‖q−1
1,q

}
segue-se

| 〈Tu,φ〉 | ≤ C‖φ‖, ∀ φ ∈ X.

No próximo Lema demonstraremos algumas propriedades satisfeitas pelo operador T e

que serão utilizadas a fim de aplicarmos o Teorema de Minty-Browder (ver Teorema A.6 no

Apêndice).

Lema 1.1 O operador T : X −→ X∗ é

(i) cont́ınuo;

(ii) monótono, isto é, 〈Tu− Tv, u− v〉 > 0 para todo u, v ∈ X com u /= v, onde 〈, 〉 denota

a dualidade X∗, X;

(iii) coercivo, isto é,

lim
‖u‖→+∞

〈Tu, u〉
‖u‖ = +∞.

Demonstração. (i) Sejam (un) ⊂ X e u ∈ X tal que un → u em X. Então,

| 〈Tun, v〉 − 〈Tu, v〉 | =

∣∣∣∣
∫

Ω

a(|∇un|p)|∇un|p−2∇un∇v −
∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇v

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫

Ω

(
a(|∇un|p)|∇un|p−2∇un − a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u

)
∇v

∣∣∣∣

≤
∫

Ω

∣∣a(|∇un|p)|∇un|p−2∇un − a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u
∣∣ |∇v|.

Note que usando a condição (k1) e considerando

hn :=
∣∣a(|∇un|p)|∇un|p−2∇un − a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u

∣∣
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temos ∫

Ω

|hn|
γ

γ−1 ≤
∫

Ω

∣∣a1(|∇un|p−1 + |∇u|p−1) + a3(|∇un|q−1 + |∇u|q−1)
∣∣ γ
γ−1 .

Analisando os casos em que a3 = 0 e a3 > 0 obtemos

∫

Ω

|hn|
γ

γ−1 < +∞.

Desse modo, hn ∈ L
γ

γ−1 (Ω). Como |∇v| ∈ Lγ(Ω) e
γ − 1

γ
+

1

γ
= 1 segue da desigualdade de

Hölder, ∫

Ω

hn|∇v| ≤ |hn| γ
γ−1

|∇v|γ.

Das imersões de Sobolev temos

|〈Tun, v〉 − 〈Tu, v〉| ≤ C|hn| γ
γ−1

‖v‖.

Tomando ‖v‖ ≤ 1 obtemos

sup
‖v‖≤1

| 〈Tun − Tu, v〉 | ≤ C|hn| γ
γ−1

.

Assim,

‖Tun − Tu‖
γ

γ−1
∗ ≤ C

γ
γ−1 |hn|

γ
γ−1
γ

γ−1
.

Resta-nos então provar que hn → 0 em L
γ

γ−1 (Ω). De fato, desde que ∇un(x) → ∇u(x) em

(Lγ(Ω))N então, a menos de subsequência, ∇un(x) → ∇u(x) q.t.p em Ω e existe g ∈ Lγ(Ω)

tal que |∇un(x)| ≤ g(x) q.t.p em Ω. Sendo a função a cont́ınua segue-se

hn(x) → 0 q.t.p em Ω.

Usando a condição (k1) temos

hn ≤ a1(|∇un|p−1 + |∇u|p−1) + a3(|∇un|q−1 + |∇u|q−1)

≤ a1(g(x)
p−1 + |∇u|p−1) + a3(g(x)

q−1 + |∇u|q−1).
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Além disso,

∣∣a1(g(x)p−1 + |∇u|p−1) + a3(g(x)
q−1 + |∇u|q−1)

∣∣ γ
γ−1

≤ a12
γ

γ−1

(
(g(x)p−1)

γ
γ−1 + |∇u|

γ(p−1)
γ−1

)
+ a32

γ
γ−1

(
(g(x)q−1)

γ
γ−1 + |∇u|

γ(q−1)
γ−1

)
.

Se a3 = 0 então γ = p e neste caso temos a12
γ

γ−1 (g(x)p + |∇u|p) ∈ L1(Ω). Se a3 > 0 então

γ = q e assim temos

a12
γ

γ−1

(
(g(x)p−1)

q
q−1 + |∇u|

q(p−1)
q−1

)
+ a32

γ
γ−1 ((g(x)q) + |∇u|q) ∈ L1(Ω).

Então, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

lim
n

∫

Ω

|hn(x)|
γ

γ−1 =

∫

Ω

lim
n

|hn(x)|
γ

γ−1 = 0

ou seja,

|hn|
γ

γ−1
γ

γ−1
→ 0.

Logo, ‖Tun − Tu‖∗ → 0, isto é, Tun → Tu em X∗ mostrando assim a continuidade de T.

(ii) Para mostrarmos que T é monótono é suficiente demonstrar a desigualdade abaixo

C|x− y|p ≤
〈
a(|x|p)|x|p−2x− a(|y|p)|y|p−2y, x− y

〉
para todo x, y ∈ RN . (1.1)

De fato, note que

〈
a(|x|p)|x|p−2x− a(|y|p)|y|p−2y, x− y

〉
(1.2)

=
N∑

j=1

(a(|x|p)|x|p−2xj − a(|y|p)|y|p−2yj)(xj − yj),

e para todo z, ξ ∈ RN utilizando a regra do produto, a regra da cadeia e considerando i = j
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temos

N∑

i,j=1

∂

∂zi
(a(|z|p)|z|p−2zj)ξiξj

=
N∑

i=1

(
∂

∂zi
(a((z21 + ...+ z2n)

p
2 )(z21 + ...+ z2n)

p−2
2 )zi + a(|z|p)|z|p−2

)

= (p− 2)|z|p−4
N∑

i=1

a(|z|p)ziziξiξi

+
N∑

i=1

a(|z|p)|z|p−2ξiξi + p
N∑

i=1

a′(|z|p)|z|2p−4ziziξiξi.

Quando i /= j temos

N∑

i,j=1

∂

∂zi
(a(|z|p)|z|p−2zj)ξiξj = (p− 2)|z|p−4

N∑

i,j=1

a(|z|p)zizjξiξj + p
N∑

i,j=1

a′(|z|p)|z|2p−4zizjξiξj.

Dessa maneira, podemos escrever

N∑

i,j=1

∂

∂zi
(a(|z|p)|z|p−2zj)ξiξj = (p− 2)|z|p−4

N∑

i,j=1

a(|z|p)zizjξiξj

+
N∑

i,j=1

a(|z|p)|z|p−2δi,jξiξj + p
N∑

i,j=1

a′(|z|p)|z|2p−4zizjξiξj.

Além disso, observemos que

N∑

i,j=1

(zizjξiξj) =
N∑

i=1

(ziξi)
N∑

j=1

(zjξj) = (
N∑

j=1

zjξj)
2 ≥ 0,

e assim

N∑

i,j=1

∂

∂zi
(a(|z|p)|z|p−2zj)ξiξj = (

N∑

j=1

zjξj)
2|z|p−4

[
(p− 2)a(|z|p) + pa′(|z|p)|z|p

]

+ a(|z|p)|z|p−2|ξ|2.

Pela hipótese (k2) temos (a(tp)tp−2)′ ≥ 0 o que implica (p− 2)a(|z|p) + pa′(|z|p)|z|p ≥ 0.
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Logo,

N∑

i,j=1

∂

∂zi
(a(|z|p)|z|p−2zj)ξiξj ≥ a(|z|p)|z|p−2|ξ|2. (1.3)

Além disso, se |y| ≥ |x| temos 1
2 |x− y| ≤ |y| e para t ∈ [0, 14 ] vale

|y + t(x− y)| ≥ |y|− t|x− y| ≥ 1

4
|x− y|.

Fazendo z = x− y e ξ = x− y, temos

N∑

j=1

(a(|x|p)|x|p−2xj − a(|y|p)|y|p−2yj)(xj − yj) =

∫ 1

0

N∑

i,j=1

∂

∂zi
(a(|z|p)|z|p−2zj)ξiξj dt. (1.4)

Usando (1.2), (1.3) e (1.4) obtemos

〈
a(|x|p)|x|p−2x− a(|y|p)|y|p−2y, x− y

〉
≥ a(|y + t(x− y)|p)|y + t(x− y))|p−2|x− y|2.

Segue da hipótese (k1) que

〈
a(|x|p)|x|p−2x− a(|y|p)|y|p−2y, x− y

〉
≥ a0

4
|x− y|p−2|x− y|2 = C|x− y|p,

onde C = (
a0
4
)p−2 > 0, mostrando assim a desigualdade desejada.

Agora, sejam u, v ∈ X tais que u /= v e façamos x = ∇u e y = ∇v na desigualdade

provada acima. Dessa maneira temos,

〈
a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u− a(|∇v|p)|∇v|p−2∇v,∇u−∇v

〉

= a(|∇u|p)|∇u|p − a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇v

+ a(|∇v|p)|∇v|p − a(|∇v|p)|∇v|p−2∇u∇v

≥ C|∇u−∇v|p.
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Integrando ambos os membros da desigualdade acima obtemos

∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p −
∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇v +

∫

Ω

a(|∇v|p)|∇v|p −
∫

Ω

a(|∇v|p)|∇v|p−2∇u∇v

≥ C

∫

Ω

|∇u−∇v|p

> 0.

Portanto, 〈Tu− Tv, u− v〉 ≥ 0.

(iii) Observe que usando a hipótese (k1) temos

〈Tu, u〉 =

∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p

≥ a0

∫

Ω

|∇u|p +H(a3)a2

∫

Ω

|∇u|q

= a0‖u‖p1,p +H(a3)a2‖u‖q1,q.

Se a3 = 0 temos ‖u‖ = ‖u‖1,p e, portanto,

〈Tu, u〉
‖u‖ ≥ a0‖u‖p−1

1,p = a0‖u‖p−1.

Logo, lim
‖u‖→+∞

〈Tu, u〉
‖u‖ = +∞.

Analisando agora o caso em que a3 > 0 temos ‖u‖ = ‖u‖1,p + ‖u‖1,q e, assim,

〈Tu, u〉 ≥ C(‖u‖p1,p + ‖u‖q1,q),

onde C = min {a0, a2} > 0.

Fazendo ‖u‖ → +∞ devemos considerar os casos:

(a) ‖u‖1,p → +∞ e ‖u‖1,q → +∞;

(b) ‖u‖1,p → +∞ e ‖u‖1,q é limitada;

(c) ‖u‖1,p é limitada e ‖u‖1,q → +∞

No caso (a) desde que ‖u‖1,q → +∞ então podemos considerar ‖u‖q−p
1,q ≥ 1 e assim
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‖u‖q1,q ≥ ‖u‖p1,q. Deste modo,

〈Tu, u〉 ≥ C(‖u‖p1,p + ‖u‖p1,q)

≥ C1(‖u‖1,p + ‖u‖1,q)p,

onde C1 = 2pC > 0. Então,

〈Tu, u〉 ≥ C1‖u‖p

e com isto temos
〈Tu, u〉
‖u‖ ≥ C1‖u‖p−1.

Portanto,

lim
‖u‖→+∞

〈Tu, u〉
‖u‖ = +∞,

mostrando que T é coercivo.

Note que o caso (b) não pode ocorrer visto que sendo p < q e Ω um domı́nio limitado

então W 1,q
0 (Ω) ↪→ W 1,p

0 (Ω). Assim,

‖u‖1,p ≤ C‖u‖1,q ≤ K,

pois ‖u‖1,q é limitada. Como ‖u‖1,p → +∞ então o item (b) não pode ocorrer. Para o caso

(c) procedemos de modo análogo ao (a). Com isto, garantimos a coercividade do operador

T. !

A seguir demonstraremos um prinćıpio de comparação fraco para o operador

−div (a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u).

Lema 1.2 Se Ω é um domı́nio limitado e se u, v ∈ X satisfazem





−div (a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) ≤ −div (a(|∇v|p)|∇v|p−2∇v) em Ω,

u ≤ v em ∂Ω,

então u ≤ v q.t.p em Ω.

Demonstração. Denotemos por w1 = −div (a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u), por w2 =
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−div (a(|∇v|p)|∇v|p−2∇v) e considere (u− v)+ = max {u− v, 0} ≥ 0.

Desde que u ≤ v em ∂Ω então (u − v)+ = 0 em ∂Ω e, portanto, (u − v)+ ∈ W 1,γ
0 (Ω).

Sendo

∇(u− v)+ =





∇(u− v) se u > v,

0 se u ≤ v,

e como, por hipótese, w1 − w2 ≤ 0 em Ω então

0 ≥
∫

Ω

(w1 − w2)(u− v)+

=

∫

Ω

(
a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u− a(|∇v|p)|∇v|p−2∇v

)
∇(u− v)+

=

∫

{u>v}

(
a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u− a(|∇v|p)|∇v|p−2∇v

)
∇(u− v).

Utilizando a desigualdade

〈
a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u− a(|∇v|p)|∇v|p−2∇v,∇u−∇v

〉
≥ C|∇u−∇v|p,

obtemos

0 ≤
∫

{u>v}

(
a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u− a(|∇v|p)|∇v|p−2∇v

)
∇(u− v) ≤ 0.

Portanto,

∫

{u>v}

(
a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u− a(|∇v|p)|∇v|p−2∇v

)
∇(u− v) = 0.

Façamos Ω0 = {x ∈ Ω : u(x) > v(x)} . Temos duas possibilidades:

(i) Ω0 = ∅ ou

(ii) ∇u = ∇v em Ω0.

Se ocorresse (ii) teŕıamos v = u + c, onde c é uma constante. Como em ∂Ω0 temos u = v

por continuidade segue que c = 0 e, portanto, v = u em Ω0 o que contradiz u > v. Segue-se

então que Ω0 = ∅. !
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No Lema 1.1 mostramos que T é um operador monótono, cont́ınuo e coercivo. Segue

então, do Teorema de Minty-Browder (ver Teorema A.6 no Apêndice) que dado f ∈ X∗

existe um único u ∈ X satisfazendo





−div (a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = f em Ω,

u = 0 em ∂Ω.

Este fato será necessário para mostrarmos a existência de solução para o problema auxiliar.

1.1 Um Problema Auxiliar

Para cada ε > 0 fixado, considere o seguinte problema

(Pε)






−div (a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = 1
|u|α+ε + |u|β em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω.

Mostraremos a existência de solução para este problema auxiliar utilizando a seguinte

proposição encontrada em [29]:

Proposição 1.1 Seja E um espaço de Banach e S : R+ × E → E um operador compacto e

cont́ınuo tal que S(0, u) = 0 para todo u ∈ E. Então a equação

u = S(λ, u)

possui uma componente não-limitada C ⊂ R× E de soluções com (0, 0) ∈ C.

Teorema 1.2 Para cada ε > 0 fixado o problema (Pε) possui uma solução positiva.

Demonstração. Seja ε > 0 fixado e para cada v ∈ X e λ ≥ 0 consideremos o problema

(Pv,ε)






−div (a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = λ

{
1

|v|α + ε
+ |v|β

}
em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω.
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Segue do Teorema de Minty-Browder (ver Teorema A.6 no Apêndice) que o problema (Pv,ε)

possui uma única solução u ∈ X. Assim, fica bem definido o operador

S : R+ ×X → X

(λ, v) 2→ u = S(λ, v).

Afirmação 1: O operador S é compacto.

De fato, sejam ((λn, vn)) uma sequência limitada em R+ × X e un = S(λn, vn). Pela

definição de S a sequência (un) satisfaz






−div (a(|∇un|p)|∇un|p−2∇un) = λn

{
1

|vn|α + ε
+ |vn|β

}
em Ω,

un > 0 em Ω,

un = 0 em ∂Ω.

Assim,

∫

Ω

a(|∇un|p)|∇un|p−2∇un∇φ = λn

∫

Ω

{
φ

|vn|α + ε
+ |vn|βφ

}
, ∀ φ ∈ X.

Em particular fazendo φ = un na equação acima temos

∫

Ω

a(|∇un|p)|∇un|p = λn

∫

Ω

{
un

|vn|α + ε
+ |vn|βun

}
. (1.5)

Visto que β ∈ (0, p − 1) segue da desigualdade de Hölder com os expoentes p
β e p

p−β e das

imersões de Sobolev que

λn

∫

Ω

{
un

|vn|α + ε
+ |vn|βun

}
≤ λn

∫

Ω

un

ε
dx+

∫

Ω

|vn|βun

≤ λn

{
Cε‖un‖+ ‖vn‖β‖un‖

}
.

Usando a condição (k1) em (1.5) e o fato de (λn) e (‖vn‖) serem limitadas em R+ temos

a0‖un‖p1,p +H(a3)a2‖un‖q1,q ≤ λn
{
Cε‖un‖+ ‖vn‖β‖un‖

}

≤ C‖un‖.
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Note que se a3 = 0 temos ‖un‖1,p = ‖un‖ e , portanto,

a0‖un‖p ≤ C‖un‖. (1.6)

Desta forma, (un) é limitada pois, do contrário, existiria uma subsequência, que

continuaremos denotando por (un), tal que ‖un‖ → +∞. Logo, de (1.6) temos

a0 ≤ C · 1

‖un‖p−1
.

Passando ao limite quando n → +∞ teŕıamos a0 ≤ 0 o que contradiz o fato de a0 > 0. Agora,

suponhamos a3 > 0 e que a menos de subsequência ‖un‖ → +∞. Devemos considerar os

casos:

(a) ‖un‖1,p → +∞ e ‖un‖1,q → +∞;

(b) ‖un‖1,q é limitada e ‖un‖1,p → +∞;

(c) ‖u‖1,p é limitada e ‖u‖1,q → +∞.

No caso (a) desde que ‖un‖1,q → +∞ então para n suficientemente grande temos ‖un‖q−p
1,q ≥ 1

e, portanto, ‖un‖q1,q ≥ ‖un‖p1,q. Desta maneira, podemos escrever

C‖un‖ ≥ C1(‖un‖p1,p + ‖un‖q1,q)

≥ C1(‖un‖p1,p + ‖un‖p1,q)

≥ C2(‖un‖1,p + ‖un‖1,q)p

= C2‖un‖p

onde C1 = min {a0, a2} > 0.

Logo,

C2‖un‖p ≤ C‖un‖

C2 ≤ C · 1

‖un‖p−1
.

Fazendo n → +∞ temos C2 ≤ 0 o que é absurdo.
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No caso (b) temos

C(‖un‖1,p + ‖un‖1,q) ≥ a0‖un‖p1,p + a2‖un‖q1,q ≥ a0‖un‖p1,p.

Então,

C

(
‖un‖1,p
‖un‖p1,p

+
‖un‖1,q
‖un‖p1,p

)
≥ a0

C

(
1

‖un‖p−1
+

‖un‖1,q
‖un‖p1,p

)
≥ a0.

Desde que ‖un‖1,q é limitada então passando ao limite quando n → +∞ temos a0 ≤ 0 o que

contradiz o fato de a0 > 0. De modo análogo ao caso (b) mostra-se o caso (c). Portanto, (un)

é limitada em X.

Sendo X um espaço de Banach reflexivo temos, a menos de subsequência,

un ⇀ u para algum u ∈ X,

un → u em Ls(Ω), para todo 1 ≤ s < γ∗,

vn ⇀ v para algum v ∈ X,

vn → v em Ls(Ω), para todo 1 ≤ s < γ∗,

e

λn → λ ≥ 0.

Observe que utilizando a desigualdade (1.1) conclúımos

C‖un − u‖p1,p ≤
∫

Ω

a(|∇un|p)|∇un|p

−
∫

Ω

a(|∇un|p)|∇un|p−2∇un∇u+ on(1)

= λn

∫

Ω

un

|vn|α + ε
+ λn

∫

Ω

|vn|βun

− λn

∫

Ω

u

|vn|α + ε
− λn

∫

Ω

|vn|βu = on(1), (1.7)
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onde

on(1) =

∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p −
∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇un∇u.

Então,

‖un − u‖1,p = on(1).

Pela condição (k1), temos

a(t) ≥ H(a3)a2t
q−p
p , ∀ t > 0.

Usando novamente a desigualdade

C|x− y|p ≤
〈
a(|x|p)|x|p−2x− a(|y|p)|y|p−2y, x− y

〉
,

para todo x, y ∈ RN e raciocinando como acima conclúımos que

‖un − u‖1,q = on(1).

Portanto,

‖un − u‖ = on(1)

e dáı conclui-se que S é compacto.

Afirmação 2: O operador S é cont́ınuo.

De fato, sejam ((λn, vn)) ⊂ R+ ×X e (λ, v) ∈ R+ ×X tal que

(λn, vn) → (λ, v) em IR+ ×X. (1.8)

Segue de (1.8) que (λn) e (vn) são limitadas em R+ e X, respectivamente. Designando

por un = S(λn, vn) e argumentando como na demonstração da compacidade do operador S

conclúımos que (un) é limitada em X e

un → u em X. (1.9)

De (1.9) segue-se que u = S(λ, v) mostrando assim que o operador S é cont́ınuo.
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Portanto, sendo o operador S cont́ınuo, compacto, R+ × X um espaço de Banach e

S(0, u) = 0, segue da Proposição 1.1, que existe uma componente não-limitada C ⊂ R+ ×X

de soluções da equação

S(λ, u) = u.

Segue da definição do operador S que o par (λ, u) satisfaz

(Pv,ε)






−div (a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = λ

{
1

|u|α + ε
+ |u|β

}
em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω.

Observe que se λ = 0, então u = 0 e se u = 0 então λ = 0. Assim, temos que C − {(0, 0)} é

constitúıdo de soluções não-triviais e pelo prinćıpio do máximo u > 0 em Ω.

Vamos agora provar que para cada λ > 0 existe (λ, u) ∈ C. Suponhamos o contrário, isto

é, que existe um λ∗ > 0 tal que (λ, u) ∈ C implique λ ≤ λ∗.

Segue-se da definição do operador S que (λ, u) satisfaz (Pv,ε) então

∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇φ = λ

∫

Ω

φ

uα + ε
+ λ

∫

Ω

φuβ, ∀ φ ∈ X.

Fazendo φ = u na equação acima, temos

∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p = λ

∫

Ω

u

uα + ε
+ λ

∫

Ω

uβ+1.

Usando a condição (k1),

a0

∫

Ω

|∇u|p +H(a3)a2

∫

Ω

|∇u|q ≤ λ

ε

∫

Ω

u+ λ

∫

Ω

uβ+1.

Se a3 = 0 então ‖u‖ = ‖u‖1,p e γ = p. Assim, desde que W 1,p
0 (Ω) ↪→ Ls(Ω), para

1 ≤ s ≤ p∗, segue-se que existem constantes K1 e K2, que não dependem de u, de modo que

a0‖u‖p1,p ≤ λ∗

ε
K1‖u‖+ λ∗K2‖u‖β+1

a0‖u‖p ≤ λ∗

ε
K1‖u‖+ λ∗K2‖u‖β+1.
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Como β ∈ (0, p− 1) e p > 1 temos que ‖u‖ é limitada.

Se a3 > 0 então ‖u‖ = ‖u‖1,p + ‖u‖1,q e γ = q. Logo,

a0‖u‖p1,p + a2‖u‖q1,q ≤
λ∗

ε
K1‖u‖+ λ∗K2‖u‖β+1.

Se ‖u‖ não fosse limitada então teŕıamos ‖u‖ → +∞. Assim, ‖u‖q−p
1,q ≥ 1, ou seja,

‖u‖q1,q ≥ ‖u‖p1,q. Segue-se disso que

K(‖u‖1,p + ‖u‖1,q)p ≤ a0‖u‖p1,p + a2‖u‖q1,q

≤ λ∗

ε
K1‖u‖+ λ∗K2‖u‖β+1.

Portanto,

K‖u‖p ≤ λ∗

ε
K1‖u‖+ λ∗K2‖u‖β+1

K ≤ K1
λ∗

ε‖u‖p−1
+ λ∗K2

1

‖u‖p−1−β
.

Desde que ‖u‖ → +∞ então K ≤ 0 o que é absurdo.

Temos assim que ‖u‖ é limitada mostrando que C é limitado o que é uma contradição.

Logo, C é ilimitado com respeito ao parâmetro λ e, portanto, fazendo λ = 1 temos que (λ, u)

é solução do problema (Pε) e pelo prinćıpio do máximo u > 0 em Ω. !

Antes de provarmos o principal resultado deste caṕıtulo repetiremos aqui, para completeza

do nosso trabalho, a demonstração do Lema abaixo cuja demonstração já havia sido feita em

[28]:

Lema 1.3 Sejam φ,ϕ > 0 duas funções quaisquer em C1
0(Ω). Se

∂φ

∂η
< 0 em ∂Ω então existe

C > 0 tal que
φ(x)

ϕ(x)
≥ C > 0, para todo x ∈ Ω.

Demonstração. Para δ > 0, suficientemente pequeno, consideremos o conjunto

Ωδ = {x ∈ Ω; dist(x, ∂Ω) < δ} .
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Desde que φ,ϕ > 0 em Ω e Ω \ Ωδ é um conjunto compacto, então existe uma constante

m > 0 tal que
φ(x)

ϕ(x)
≥ m, para todo x ∈ Ω \ Ωδ. (1.10)

Sendo
∂φ

∂η
< 0 em ∂Ω e como ∂Ω é um conjunto compacto, pois Ω ⊂ RN é limitado então

existe uma constante C1 > 0 satisfazendo

∂φ(x)

∂η
< C1, para todo x ∈ Ωδ.

Como ϕ ∈ C1
0(Ω) existe uma constante C2 > 0 tal que

∣∣∣∣
∂ϕ(x)

∂η

∣∣∣∣ ≤ C2, para todo x ∈ Ωδ.

Definamos a seguinte função

H(x) = ωϕ(x)− φ(x), para todo x ∈ Ωδ

com ω ∈ R a ser definido posteriormente. Assim,

∂H(x)

∂η
= ω

∂ϕ(x)

∂η
− ∂φ(x)

∂η
≥ ωk0 − C1 > 0, para todo x ∈ Ωδ,

desde que 0 < ω < C1
k0
, onde k0 = inf

x∈Ω

∂ϕ(x)

∂η
.

Fixado x ∈ Ωδ consideremos a função

g(x) = H(x+ sη),

onde s ∈ R é tomado de modo que x + sη ∈ Ω. Para cada x ∈ Ωδ escolha um único x̄ ∈ ∂Ω

de modo que a reta que passa por esses dois pontos coincida com a reta suporte do vetor

normal exterior η = η(x̄). Logo, existe ŝ > 0 tal que

x+ ŝη = x̄ ∈ ∂Ω.
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Desde que H(∂Ω) ≡ 0, segue-se

g(ŝ) = H(x+ ŝη) = H(x̄) = 0.

Sendo g uma composição de funções de classe C1, então g : [0, ŝ] → R é cont́ınua em [0, ŝ] e

derivável em (0, ŝ). Pelo Teorema do Valor Médio existe ξ ∈ (0, ŝ), tal que,

g(ŝ)− g(0) = g′(ξ)(ŝ− 0),

ou seja,

0− g(0) = g′(ξ)ŝ.

Observe que

∂H

∂v
(x+ ξη) = lim

t→0

H(x+ ξη + tη)−H(x+ ξη)

t

= lim
t→0

H(x+ (ξ + t)η)−H(x+ ξη)

t

= lim
t→0

g(t+ ξ)− g(ξ)

ξ

= g′(ξ),

e, portanto,

−H(x) =
∂H

∂η
(x+ ξη)ŝ > 0 em Ωδ.

Logo,

H(x) < 0 em Ωδ,

assim

ωϕ(x)− φ(x) ≤ 0, ∀ x ∈ Ωδ

implicando que

ωϕ(x) ≤ φ(x), ∀ x ∈ Ωδ

ou ainda,
φ(x)

ϕ(x)
≥ ω > 0, ∀ x ∈ Ωδ. (1.11)
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Segue de (1.10) e (1.11) que existe uma constante C > 0 onde C = min {m,ω} de modo que

φ(x)

ϕ(x)
≥ C, ∀ x ∈ Ω.

Para mostrarmos a existência de solução para o problema original necessitaremos do

seguinte Lema:

Lema 1.4 Seja Ω um domı́nio limitado com fronteira suave. Se u ∈ C1(Ω)
⋂

W 1,γ
0 (Ω) e






−div (a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) ≥ 0

u > 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

então
∂u

∂η
< 0 em ∂Ω, onde η é o vetor normal exterior a ∂Ω.

Demonstração. Argumentando de forma análoga a [30], basta substituir ∆pu por

−div (a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) e o prinćıpio de comparação fraco do operador p-Laplaciano pelo

prinćıpio de comparação fraco dado pelo Lema 1.2. !

1.2 Demonstração do Resultado Principal

Demonstração do Teorema 1.1. Para cada n ∈ N sejam ε = 1
n e un uma solução do

problema 




−div (a(|∇un|p)|∇un|p−2∇un) =
1

uα
n + 1

n

+ uβ
n em Ω,

un > 0 em Ω,

un = 0 em ∂Ω.

a qual é garantida pelo Teorema 1.2.

Observe que






−div (a(|∇un|p)|∇un|p−2∇un) ≥
1

uα
n + 1

+ uβ
n em Ω,

un > 0 em Ω,

un = 0 em ∂Ω.
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Sendo a função t → 1
tα+1+tβ cont́ınua e coerciva, para t ≥ 0, a mesma é limitada inferiormente

e atinge um mı́nimo positivo m. Assim,

−div (a(|∇un|p)|∇un|p−2∇un) ≥ m.

Seja w a única solução positiva de





−div (a(|∇w|p)|∇w|p−2∇w) = m em Ω,

w = 0 em ∂Ω.

Segue-se assim que





−div (a(|∇un|p)|∇un|p−2∇un) ≥ −div(a(|∇w|p)|∇w|p−2∇w) em Ω,

un = w em ∂Ω.

Usando o Lema 1.2 temos que un ≥ w > 0 em Ω, para todo n ∈ N.

Notemos que ∫

Ω

a(|∇un|p)|∇un|p ≤
∫

Ω

u1−α
n +

∫

Ω

uβ+1
n

o que nos mostra, usando a condição (k1), que (un) é limitada em X.

Sendo X um espaço de Banach reflexivo então, a menos de subsequência,

un ⇀ u em X

un → u em Ls(Ω), para todo 1 ≤ s < γ∗,

un(x) → u(x) q.t.p em Ω.

Como un é solução do problema






−div (a(|∇un|p)|∇un|p−2∇un) =
1

uα
n + 1

n

+ uβ
n em Ω,

un > 0 em Ω,

un = 0 em ∂Ω.
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Usando un como função teste temos

∫

Ω

a(|∇un|p)|∇un|p =

∫

Ω

(
1

uα
n + 1

n

+ uβ
n

)
un.

Segue-se da desigualdade (1.1) que

C‖un − u‖p1,p ≤
∫

Ω

a(|∇un|p)|∇un|p

−
∫

Ω

a(|∇un|p)|∇un|p−2∇un∇u+ on(1)

=

∫

Ω

un

uα
n + 1

n

+

∫

Ω

uβ+1
n

−
∫

Ω

u

uα
n + 1

n

−
∫

Ω

uβ
nu = on(1), (1.12)

onde

on(1) =

∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p −
∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇un∇u.

Então,

‖un − u‖1,p = on(1).

Argumentando como anteriormente, temos

‖un − u‖1,q = on(1)

e, portanto,

‖un − u‖ = on(1)

mostrando que un → u em X.

Assim, ∇un → ∇u em (Lγ(Ω))N e, portanto, para todo i = 1, ..., N temos

∂un

∂xi
→ ∂u

∂xi
q.t.p em Ω.

Consequentemente,

|∇un(x)|p−2 → |∇u(x)|p−2 q.t.p em Ω.
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Para cada i, consideremos

gn,i(x) = a(|∇un(x)|p)|∇un(x)|p−2∂un

∂xi

e

gi(x) = a(|∇u(x)|p)|∇u(x)|p−2 ∂u

∂xi
.

Sendo a uma função cont́ınua resulta que

gn,i(x) → gi(x) q.t.p em Ω.

Note que para cada i,

∫

Ω

|gn,i|
p

p−1dx ≤ C para todo n ∈ N, pois

∫

Ω

|gn,i|
p

p−1 =

∫

Ω

∣∣∣∣a(|∇un|p)|∇un|p−2∂un

∂xi

∣∣∣∣

p
p−1

=

∫

Ω

(
a(|∇un|p)|∇un|p−2

∣∣∣∣
∂un

∂xi

∣∣∣∣

) p
p−1

.

Como para cada i temos

∣∣∣∣
∂un

∂xi

∣∣∣∣ ≤
(∣∣∣∣
∂un

∂x1

∣∣∣∣
2

+ ...+

∣∣∣∣
∂un

∂xN

∣∣∣∣
2
) 1

2

= |∇un|,

então

a(|∇un|p)|∇un|p−2

∣∣∣∣
∂un

∂xi

∣∣∣∣ ≤ a(|∇un|p)|∇un|p−1.

Obtemos assim que

∫

Ω

|gn,i|
p

p−1 ≤
∫

Ω

(a(|∇un|p)|∇un|p−1)
p

p−1 .

Usando a hipótese (k1) segue-se

a(|∇un|p)|∇un|p−1 ≤ a1|∇un|p−1 + a3|∇un|q−1.
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Note que se a3 = 0 então ‖un‖ = ‖un‖1,p e γ = p e assim

∫

Ω

|gn,i|
p

p−1 ≤ a1

∫
|∇un|p

= a1‖un‖p

≤ C,

pois (un) é limitada em X. Desta forma, para cada n ∈ N, (gn,i) ⊂ L
p

p−1 (Ω) e, analogamente,

gi ∈ L
p

p−1 (Ω).

Se a3 > 0 então γ = q e ‖un‖ = ‖un‖1,p + ‖un‖1,q e assim

∫

Ω

|gn,i|
q

q−1 ≤
∫

Ω

(a(|∇un|p)|∇un|p−1)
q

q−1

≤
∫

Ω

[
a1|∇un|p−1 + a3|∇un|q−1

] q
q−1

= C1

∫

Ω

|∇un|
q(p−1)
q−1 + C2

∫

Ω

|∇un|q

≤ C1|Ω|
q−p
q−1‖un‖

q(p−1)
q−1

1,q + C2‖un‖q1,q

= C|Ω|
q−p
q−1C

q(p−1)
q−1 + C2C

q,

pois, (un) é limitada em X. Logo, (gn,i) ⊂ L
q

q−1 (Ω).

Desde que γ
γ−1 > 1 e γ−1

γ + 1
γ = 1 segue-se do Lema de Brezis-Lieb que, para cada i

∫

Ω

a(|∇un|p)|∇un|p−2∂un

∂xi

∂ϕ

∂xi
dx →

∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2 ∂u

∂xi

∂ϕ

∂xi
dx, ∀ ϕ ∈ X. (1.13)

Observe que

∫

Ω

a(|∇un|p)|∇un|p−2∇un∇ϕ dx

=

∫

Ω

a(|∇un|p)|∇un|p−2∂un

∂x1

∂ϕ

∂x1
+ · · ·+

∫

Ω

a(|∇un|p)|∇un|p−2 ∂un

∂xN

∂ϕ

∂xN
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e

∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇ϕ dx

=

∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2 ∂u

∂x1

∂ϕ

∂x1
+ · · ·+

∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2 ∂u

∂xN

∂ϕ

∂xN
.

Logo, da convergência em (1.13) temos

∫

Ω

a(|∇un|p)|∇un|p−2∇un∇ϕ dx →
∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇ϕ dx, ∀ ϕ ∈ X. (1.14)

Temos que un ≥ w > 0 em Ω, para todo n ∈ N e como






−div (a(|∇w|p)|∇w|p−2∇w) = m em Ω,

w > 0 em Ω,

w = 0 em ∂Ω

então usando a condição (k1), podemos argumentar como em [20] para concluir que w ∈ C1(Ω)

e pelo Lema 1.4 temos
∂w

∂η
< 0 sobre ∂Ω. Então, para cada x ∈ Ω, segue-se do Lema 1.3 que

un(x) ≥ w(x) > Cd(x) > 0,

onde d(x) = dist(x, ∂Ω) e C é uma constante positiva que não depende de x. Assim,

∣∣∣∣
ϕ

uα
n + 1

n

∣∣∣∣ ≤
|ϕ|
|uα

n|
≤ |ϕ|

Cd(x)α
= h ∈ L1(Ω),

pois pela desigualdade de Hardy-Sobolev, ver Proposição A.1 no Apêndice, temos |ϕ|
Cd(x)α =

h ∈ Lp(Ω) e sendo p > 1 e Ω é um domı́nio limitado então |ϕ|
Cd(x)α = h ∈ L1(Ω).

Desde que
ϕ(x)

uα
n(x) +

1
n

→ ϕ(x)

uα(x)
q.t.p em Ω,

então pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

∫

Ω

ϕ

uα
n + 1

n

→
∫

Ω

ϕ

uα
. (1.15)
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Analogamente,

∫

Ω

uβ
nϕ→

∫

Ω

uβϕ. (1.16)

Sendo (un) uma solução do problema auxiliar temos

∫

Ω

a(|∇un|p)|∇un|p−2∇un∇ϕ =

∫

Ω

[
1

uα
n + 1

n

+ uβ
n

]
ϕ, ∀ ϕ ∈ X.

Passando ao limite na expressão acima e usando as convergências (1.14), (1.15) e (1.16)

obtemos ∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇ϕ =

∫

Ω

[
1

uα
+ uβ

]
ϕ, ∀ ϕ ∈ X.

Portanto, u ∈ X é uma solução fraca do problema





−div (a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = 1

uα + uβ em Ω,

u = 0 em ∂Ω.

Usando regularidade eĺıptica u ∈ C1(Ω), o que pode ser visto em [20]. Segue-se do Lema 1.2

que u é não-trivial e pelo prinćıpio do máximo u > 0. !
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Caṕıtulo

2

Existência de Solução Positiva para um

Sistema Singular Envolvendo Operadores

Quasilineares

No presente caṕıtulo, estudamos um resultado sobre a existência e positividade de

solução para o seguinte sistema eĺıptico:

(P )






−div (a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u) = h1(x)v−γ1 + k1(x)vα1 em Ω,

−div (a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v) = h2(x)u−γ2 + k2(x)uα2 em Ω,

u, v > 0 em Ω,

u = v = 0 em ∂Ω,

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado e suave com N ≥ 3, 2 ≤ pi < N, para i = 1, 2. Além

disso, αi, γi ∈ (0, pi − 1), ai : R+ → R+ é uma função de classe C1 e hi, ki são funções

cont́ınuas. Mais precisamente, vamos supor que as funções hi, ki e ai satisfazem as seguintes

hipóteses:

(A1) Existem constantes reais ξ0, ξ1, ξ2 > 0, ξ3 ≥ 0 e pi < qi < N (para i = 1, 2) tal que

ξ0 +H(ξ3)ξ1t
qi−pi

pi ≤ ai(t) ≤ ξ2 + ξ3t
qi−pi

pi , ∀ t ≥ 0,

37



onde H : [0,+∞) → {0, 1} é a função dada por

H(t) =





1 se t > 0

0 se t = 0.

(A2) A aplicação gi : R+ → R+, dada por gi(t) = ai(tp)tp−2 é crescente.

(A3) hi, ki : Ω → (0,+∞) são funções cont́ınuas com hi(x), ki(x) /= 0.

Neste caṕıtulo, trabalharemos com o espaço de Banach X = W 1,β1
0 (Ω) × W 1,β2

0 (Ω) munido

com a norma

‖(u, v)‖ = ‖u‖1,β1 + ‖v‖1,β2 ,

onde

‖u‖1,βi = ‖u‖1,pi +H(ξ3)‖u‖1,qi .

Usaremos o seguinte problema auxiliar para mostrarmos a existência de solução para o

problema (P ) :

(Pε)






−div (a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u) = h1(x)
(ε+|v|)γ1 + k1(x)|v|α1 em Ω,

−div (a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v) = h2(x)
(ε+|u|)γ2 + k2(x)|u|α2 em Ω,

u, v > 0 em Ω,

u = v = 0 em ∂Ω,

onde 0 < ε < 1.

Usando o resultado de Rabinowitz, mencionado na Proposição 1.1 do Caṕıtulo 1,

mostraremos que o problema auxiliar possui uma solução.

Definamos o que é uma solução fraca para o problema (P ).

Definição 2.1 Dizemos que o par (u, v) ∈ X = W 1,β1
0 (Ω)×W 1,β2

0 (Ω) é uma solução para o

problema (P ) se

∫

Ω

a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u∇φ dx =

∫

Ω

[
h1(x)

vγ1
+ k1(x)v

α1

]
φ dx,
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e ∫

Ω

a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v∇ϕ dx =

∫

Ω

[
h2(x)

uγ2
+ k2(x)u

α2

]
ϕ dx,

para todo (φ,ϕ) ∈ X. Além disso, dizemos que tal solução (u, v) é positiva se u, v > 0.

2.1 Primeiro Resultado de Existência: O Problema Auxiliar

Nesta seção, mostraremos que o problema auxiliar (Pε) descrito acima verifica o seguinte

resultado:

Teorema 2.1 Para cada ε > 0 e αi, γi ∈ (0, pi−1) com i = 1, 2, o problema (Pε) possui uma

solução positiva.

Demonstração. Seja 0 < ε < 1 e para cada v ∈ X e λ ≥ 0 consideremos o problema

(P̄ )






−div (a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u) = λ
[

h1(x)
(ε+|v|)γ1 + k1(x)|v|α1

]
em Ω,

−div (a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v) = λ
[

h2(x)
(ε+|u|)γ2 + k2(x)|u|α2

]
em Ω,

u = v = 0 em ∂Ω.

Demonstraremos que para cada λ > 0 o sistema (P̄ ) possui uma solução positiva (uελ , vελ).

Consequentemente, encontraremos uma solução positiva (uε, vε) se λ = 1. Fazendo ε → 0

teremos uma solução para o problema original.

Pelo Teorema de Minty-Browder (ver Teorema A.6 no Apêndice) temos a unicidade de

solução para os problemas





−div (a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u) = λ

[
h1(x)

(ε+|g|)γ1 + k1(x)|g|α1

]
em Ω,

u = 0 em ∂Ω.

e 



−div (a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v) = λ

[
h2(x)

(ε+|f |)γ2 + k2(x)|f |α2

]
em Ω,

v = 0 em ∂Ω.

onde f ∈ W 1,β1
0 (Ω) e g ∈ W 1,β2

0 (Ω).
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Deste modo, fica bem definido o operador

T : R+ ×X → X

(λ, f, g) 2→ T (λ, f, g) = (u, v),

onde o par (u, v) é solução do problema (P̄ ).

Afirmação 1: O operador T é compacto.

Seja ((λn, fn, gn)) ⊂ R+ ×X uma sequência limitada e T (λn, fn, gn) = (un, vn). Segue-se

da definição do operador T que (un, vn) satisfaz






−div (a1(|∇un|p1)|∇un|p1−2∇un) = λn
[

h1(x)
(ε+|gn|)γ1 + k1(x)|gn|α1

]
em Ω,

−div (a2(|∇vn|p2)|∇vn|p2−2∇vn) = λn
[

h2(x)
(ε+|fn|)γ2 + k2(x)|fn|α2

]
em Ω,

un = vn = 0 em ∂Ω.

Então,

∫

Ω

a1(|∇un|p1)|∇un|p1−2∇un∇φ

= λn

∫

Ω

[
h1(x)

(ε+ |gn|)γ1
+ k1(x)|gn|α1

]
φ, ∀ φ ∈ W 1,β1

0 (Ω)

e

∫

Ω

a2(|∇vn|p2)|∇vn|p2−2∇vn∇ϕ

= λn

∫

Ω

[
h2(x)

(ε+ |fn|)γ2
+ k2(x)|fn|α2

]
ϕ, ∀ ϕ ∈ W 1,β2

0 (Ω).

Em particular, tomando φ = un e ϕ = vn nas equações acima temos

∫

Ω

a1(|∇un|p1)|∇un|p1 = λn

∫

Ω

[
h1(x)un

(ε+ |gn|)γ1
+ k1(x)|gn|α1un

]

e

∫

Ω

a2(|∇vn|p2)|∇vn|p2 = λn

∫

Ω

[
h2(x)vn

(ε+ |fn|)γ2
+ k2(x)|fn|α2vn

]
.
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Pelas imersões de Sobolev segue-se

∫

Ω

h1(x)un

(ε+ |gn|)γ1
≤ 1

εγ1

∫

Ω

|h1(x)||un|

≤ |h1|∞
εγ1

|un|1

≤ Cε‖un‖1,β1 .

Desde que αi ∈ (0, pi − 1) com i = 1, 2, usando a desigualdade de Hölder com os expoentes

p1
α1

e p1
p1−α1

, a condição (A1) e as imersões de Sobolev temos

ξ0

∫

Ω

|∇un|p1 +H(ξ3)ξ2

∫

Ω

|∇un|q1 (2.1)

≤ λnCε‖un‖1,β1 + |k1|∞‖gn‖α1
1,β1

‖un‖1,β1 . (2.2)

Sendo (λn) e (‖gn‖α1
1,β1

) limitadas em R+, temos que (un) é limitada em W 1,β1
0 (Ω), pois

do contrário existiria uma subsequência, que continuaremos denotando por un, tal que

‖un‖ → +∞.

Usando a definição da norma devemos considerar os casos:

(i) ‖un‖1,p1 → +∞ e ‖un‖1,q1 → +∞

(ii) ‖un‖1,p1 → +∞ e ‖un‖1,q1 é limitada.

(iii) ‖un‖1,p1 é limitada e ‖un‖1,q1 → +∞.

No caso (i) desde que ‖un‖1,q1 → ∞ então para n suficientemente grande temos ‖un‖q1−p1
1,q1 ≥ 1,

ou seja, ‖un‖q11,q1 ≥ ‖un‖p11,q1 . Se ξ3 = 0 então ‖un‖1,β1 = ‖un‖1,p1 e já temos o desejado.

Suponhamos agora que ξ3 > 0 então neste caso temos ‖un‖1,β1 = ‖un‖1,p1 + ‖un‖1,q1 .

Segue de (2.5) que

ξ0‖un‖p11,p1 + ξ2‖un‖p11,q1 ≤ ξ0‖un‖p11,p1 + ξ2‖un‖q11,q1 ≤ C‖un‖1,β1 .

Logo,

C1(‖un‖1,p1 + ‖un‖1,q1)p1 ≤ ξ0‖un‖p11,p1 + ξ2‖un‖p11,q1 ≤ C‖un‖1,β1

41



ou ainda,

C1‖un‖p11,β1
≤ C‖un‖1,β1 .

Assim,
C1

C
≤ 1

‖un‖p−1
1,β1

.

Fazendo ‖un‖1,β1 → +∞ teŕıamos C1
C ≤ 0 o que é absurdo. Portanto, (un) é limitada em

W 1,β1
0 (Ω). Para o item (ii) e (iii) procedemos de maneira similar ao que fizemos no Caṕıtulo

1. Analogamente, mostra-se que (vn) é limitada em W 1,β2
0 (Ω).

Então, a menos de subsequência, temos

un ⇀ u para algum u ∈ W 1,β1
0 (Ω),

un → u em Ls(Ω), para todo 1 ≤ s < β∗
1 ,

un(x) → u(x) q.t.p em Ω,

vn ⇀ v para algum v ∈ W 1,β2
0 (Ω),

vn → v em Ls(Ω), para todo 1 ≤ s < β∗
2 ,

vn(x) → v(x) q.t.p em Ω,

fn ⇀ f para algum f ∈ W 1,β1
0 (Ω),

fn → f em Ls(Ω), para todo 1 ≤ s < β∗
1 ,

fn(x) → f(x) q.t.p em Ω,

e

λn → λ ≥ 0.

Observando que ∣∣∣∣
h1(x)un

(|gn|+ ε)γ1

∣∣∣∣ ≤
C

εγ1
|un|
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e desde que un(x) → u(x) em Ls(Ω), 1 ≤ s < β∗
1 , segue-se

|un(x)| → |u(x)| q.t.p em Ω

e existe z ∈ L1(Ω) tal que

|un(x)| ≤ z(x) q.t.p em Ω, ∀ n ∈ N.

Logo, ∣∣∣∣
h1(x)un

(|gn|+ ε)γ1

∣∣∣∣ ≤
C

εγ1
|un| ≤

C

εγ1
z ∈ L1(Ω).

Além disso,
h1(x)un

(|gn|+ ε)γ1
→ h1(x)u

(|g|+ ε)γ1
q.t.p em Ω.

Então, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

∫

Ω

h1(x)un

(|gn(x)|+ ε)γ1
→
∫

Ω

h1(x)u

(|g(x)|+ ε)γ1
. (2.3)

Considerando ϕn(x) = |gn(x)|α1 e desde que gn(x) → g(x) q.t.p em Ω então

ϕn(x) → ϕ(x) q.t.p em Ω,

onde ϕ(x) = |g(x)|α1 .

Usando a imersão cont́ınua de Sobolev W 1,β1
0 (Ω) ↪→ Lβ1(Ω) temos

∫

Ω

|ϕn(x)|
β1
α1 = |ϕn(x)|β1

β1
≤ Cβ1

1 ‖ϕn‖β1
1,β1

≤ K,

pois, (gn) é limitada em W 1,β1
0 (Ω) onde K = (C1C2)β1 > 0. Note que k1 ∈ L

β1
β1−α1−1 (Ω),

|gn(x)|α1 ∈ L
β1
α1 (Ω), β1−α1−1

β1
+ α1

β1
+ 1

β1
= 1 e β1

α1
> 1. Assim, pelo Lema de Brezis-Lieb

∫

Ω

k1|gn|α1v →
∫

Ω

k1|g|α1v, ∀ v ∈ W 1,β1
0 (Ω)
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e, em particular, ∫

Ω

k1|gn|α1u →
∫

Ω

k1|g|α1u. (2.4)

Usando a desigualdade

C|x− y|p1 ≤
〈
a1(|x|p1)|x|p1−2x− a1(|y|p1)|y|p1−2y, x− y

〉
,

para todo x, y ∈ RN , e as convergências (2.3), (2.4) obtemos

C‖un − u‖p11,p1 ≤
∫

Ω

a1(|∇un|p1)|∇un|p1

−
∫

Ω

a1(|∇un|p1)|∇un|p1−2∇un∇u+ on(1)

= λn

∫

Ω

h1(x)un

(|gn|+ ε)γ1
+ λn

∫

Ω

k1(x)|gn|α1un

− λn

∫

Ω

h1(x)u

(|gn|+ ε)γ1
− λn

∫

Ω

k1(x)|gn|α1u = on(1),

onde devido a convergência un ⇀ u temos

∫

Ω

a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u∇(un − u) = on(1).

Usando a condição (A1) e de modo análogo ao que foi feito no Caṕıtulo 1 segue-se

‖un − u‖1,q1 = on(1),

Assim, a menos de subsequência, temos

‖un − u‖1,β1 = on(1).

Analogamente, vn → v em W 1,β2
0 (Ω). Mostrando assim a compacidade do operador T.

A continuidade do operador T segue os mesmos argumentos utilizados no Caṕıtulo 1.

Portanto, como o operador T é cont́ınuo, compacto, R+ × X é um espaço de Banach

e T (0, u, v) = (0, 0) segue assim da Proposição 1.1 que existe uma componente ilimitada
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C ⊂ R×X de soluções da equação

T (λ, u, v) = (u, v).

Segue-se da definição do operador T que (λ, u, v) satisfaz






−div (a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2∇u) = λ
[

h1(x)
(ε+|v|)γ1 + k1(x)|v|α1

]
em Ω,

−div (a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2∇v) = λ
[

h2(x)
(ε+|u|)γ2 + k2(x)|u|α2

]
em Ω,

u = v = 0 em ∂Ω.

Assim,

(1) Se λ = 0 então (u, v) = (0, 0);

(2) Se u = 0 então λ = 0;

(3) Se v = 0 então λ = 0.

Logo, C − {(0, 0, 0)} é constitúıdo de soluções (λ, u, v) quando λ > 0. Suponhamos agora

que C seja limitado com respeito ao parâmetro λ, isto é, que existe λ∗ > 0 tal que para

(λ, u, v) ∈ C − {(0, 0, 0)} tenhamos λ∗ ≤ λ. Então (λ, u, v) satisfaz (P̄λ) e assim

∫

Ω

a1(|∇u|p1)|∇u|p1 = λ

∫

Ω

[
h1(x)u

(ε+ |v|)γ1 + k1(x)|v|α1u

]

e

∫

Ω

a2(|∇v|p2)|∇v|p2 = λ

∫

Ω

[
h2(x)v

(ε+ |u|)γ2 + k2(x)|u|α2v

]
.

Da condição (A1) temos

ξ0

∫

Ω

|∇un|p1 +H(ξ3)ξ2

∫

Ω

|∇un|q1 ≤ λ

∫

Ω

[
h1(x)u

(ε+ |v|)γ1 + k1(x)|v|α1u

]
. (2.5)
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Além disso, usando a desigualdade de Hölder e imersão de Sobolev temos

∫

Ω

h1(x)u

(ε+ |v|)γ1 ≤ Cε|h|β1‖u‖1,β1

e ∫

Ω

k1(x)|v|α1u ≤ |k1| β1
β1−α1−1

‖v‖α1
1,β2

‖u‖1,β1 .

Então, de (2.5) temos

ξ0‖u‖p11,p1 +H(ξ3)ξ2‖u‖q11,q1 ≤ C
′

ε

[
‖u‖1,β1 + ‖v‖α1

1,β2
‖u‖1,β1

]

e

ξ0‖v‖p21,p2 +H(ξ3)ξ2‖v‖q21,q2 ≤ C
′

ε

[
‖v‖1,β2 + ‖v‖1,β2‖u‖α2

1,β1

]
,

o que implica

ξ0‖u‖p11,p1 +H(ξ3)ξ2‖u‖q11,q1 + ξ0‖v‖p21,p2 +H(ξ3)ξ2‖v‖q21,q2

≤ C
′

ε

[
‖u‖1,β1 + ‖v‖α1

1,β2
‖u‖1,β1 + ‖v‖1,β2 + ‖v‖1,β2‖u‖α2

1,β1

]
.

Assim, ‖u‖1,β1 e ‖v‖1,β2 são limitadas e portanto C limitado o que é uma contradição. Deste

modo, fazendo λ = 1 temos que o par (uε, vε) é uma solução para o problema (Pε) e pelo

prinćıpio do máximo temos que uε, vε > 0. !

2.2 Demonstração do Resultado Principal

Nesta seção demonstraremos a existência de solução para o problema original (P ). Mais

precisamente demonstraremos o seguinte teorema:

Teorema 2.2 Suponhamos que sejam válidas as condições (A1) − (A3), 2 ≤ pi < N e

αi, γi ∈ (0, pi − 1) para i = 1, 2. Então o problema (P ) possui uma solução positiva.
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Demonstração. Para cada ε = 1
n , seja u 1

n
= un e v 1

n
= vn uma solução do problema (Pn)

obtida no teorema 2.1, isto é,






−div (a1(|∇un|p1)|∇un|p1−2∇un) =
h1(x)

( 1
n+vn)γ1

+ k1(x)vα1
n em Ω,

−div (a2(|∇vn|p2)|∇vn|p2−2∇vn) =
h2(x)

( 1
n+un)γ2

+ k2(x)uα2
n em Ω,

un = vn = 0 em ∂Ω.

Então, da equação

−div (a1(|∇un|p1)|∇un|p1−2∇un) =
h1(x)

( 1n + vn)γ1
+ k1(x)vn

α1 em Ω

temos

−div (a1(|∇un|p1)|∇un|p1−2∇un) ≥ h1(x)

(1 + vn)γ1
+ k1(x)vn

α1 em Ω

≥ h0

(1 + vn)γ1
+ k0vn

α1 ,

onde h0 = min
x∈Ω

h(x) e k0 = min
x∈Ω

k(x).

Como a função t 2→ h0
(1+t)γ1 + k0tα1 é cont́ınua e coerviva, para t ≥ 0, então a mesma é

limitada inferiormente e atinge um mı́nimo positivo m1. Assim,

−div (a1(|∇un|p1)|∇un|p1−2∇un) ≥ m1.

Seja z1 a única solução positiva de





−div (a1(|∇z1|p1)|∇z1|p1−2∇z1) = m1 em Ω,

z1 = 0 em ∂Ω.

de modo que





−div (a(|∇un|p1)|∇un|p1−2∇un) ≥ −div(a(|∇z1|p1)|∇z1|p1−2∇z1) em Ω,

un = 0 em ∂Ω.
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Pelo Lema 1.2, un ≥ z1 > 0 em Ω, para todo n ∈ N. Analogamente mostra-se que vn ≥ z2 > 0

em Ω, para todo n ∈ N, onde z2 satisfaz





−div (a2(|∇z2|p2)|∇z2|p2−2∇z2) = m2 em Ω,

z2 = 0 em ∂Ω

e m2 é o mı́nimo positivo da função t 2→ h0
(1+t)γ2 + k0tα2 .

Como 




−div (ai(|∇zi|p1)|∇zi|p1−2∇zi) = mi em Ω,

zi > 0 em Ω,

zi = 0 em ∂Ω

e vale a condição (A1), argumentando como em [20] conclúımos que zi ∈ C1(Ω)
⋂
W 1,βi

0 (Ω).

Usando o Lema 1.4 temos
∂zi
∂η

< 0 em ∂Ω.

Então, para cada x ∈ Ω, segue-se do Lema 1.3 que

un(x) ≥ z1(x) > Cd(x) > 0 e vn(x) ≥ z2(x) > Cd(x) > 0,

onde d(x) = dist(x, ∂Ω) e C é uma constante positiva que não depende de x.

Portanto,

∫

Ω

h1(x)un

( 1n + vn)γ1
≤
∫

Ω

h1(x)un

vγ1n
≤
∫

Ω

h1(x)un

Cd(x)γ1
≤ h

∫

Ω

un

Cd(x)γ1
,

onde h = max
x∈Ω

h1(x). Pela desigualdade de Hardy-Sobolev (ver Proposição A.1 no Apêndice)

temos ∣∣∣∣
un

d(x)γ1

∣∣∣∣
1

≤ C|∇un|β1 .

∫

Ω

h1(x)un

( 1n + vn)γ1
≤ C2|∇un|β1 ≤ C3(‖un‖1,p1 +H(ξ3)‖un‖1,q1).

Como α1 ∈ (0, p1 − 1) usando a desigualdade de Hölder com p1
α1

e p1
p1−α1

e imersão de Sobolev

temos ∫

Ω

vα1
n undx ≤ C

′‖un‖1,β1‖vn‖α1
1,β2

.
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Usando a condição (A1) temos

ξ0

∫

Ω

|∇un|p1 +H(ξ3)ξ2

∫

Ω

|∇un|q1 ≤ C
′ [‖un‖1,β1 + ‖un‖1,β1‖vn‖α2

1,β2

]
(2.6)

e

ξ0

∫

Ω

|∇vn|p2 +H(ξ3)ξ2

∫

Ω

|∇vn|q2 ≤ C
′ [‖vn‖1,β2 + ‖un‖1,β1‖vn‖α2

1,β2

]
. (2.7)

Como α1 ≤ p1 − 1 e α2 ≤ p2 − 1 segue de (2.6) e (2.7) que ‖un‖1,β1 , ‖vn‖1,β2 são limitadas.

Então, a menos de subsequência, temos

un ⇀ u para algum u ∈ W 1,β1
0 (Ω),

un → u em Ls(Ω), para todo 1 ≤ s < β1
∗,

vn ⇀ v para algum v ∈ W 1,β2
0 (Ω),

vn → v em Ls(Ω), para todo 1 ≤ s < β2
∗,

un(x) → u(x) q.t.p em Ω,

vn(x) → v(x) q.t.p em Ω.

Como (un) e (vn) são soluções do problema auxiliar temos

∫

Ω

a1(|∇un|p1)|∇un|p1−2|∇un|∇φ =

∫

Ω

h1(x)φ

( 1n + vn)γ1
+

∫

Ω

k1(x)vn
α1φ, ∀ φ ∈ W 1,β1

0 (Ω)

e

∫

Ω

a2(|∇vn|p2)|∇vn|p2−2|∇vn|∇ϕ =

∫

Ω

h2(x)ϕ

( 1n + un)γ2
+

∫

Ω

k2(x)un
α2ϕ, ∀ ϕ ∈ W 1,β2

0 (Ω).

Observando que
h1(x)φ

( 1n + vn)γ
→ h1(x)φ

vγ
q.t.p em Ω
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e pela Proposição A.1 no Apêndice temos

∣∣∣∣
h1(x)φ

( 1n + vn)γ1

∣∣∣∣ ≤ h1(x)

∣∣∣∣
φ

vγn

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣

φ

Cd(x)γ

∣∣∣∣ ∈ L1(Ω),

então segue do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

∫

Ω

h1(x)φ

( 1n + vn)γ1
→
∫

Ω

h1(x)φ

vγ1
.

Também temos que ∫

Ω

k1(x)un
α1ϕ→

∫

Ω

k1(x)u
α1ϕ.

Passando ao limite nas expressões acima segue-se as seguintes igualdades

∫

Ω

a1(|∇u|p1)|∇u|p1−2|∇u|∇φ =

∫

Ω

h1(x)φ

vγ1
+

∫

Ω

k1(x)v
α1φ, ∀ φ ∈ W 1,β1

0 (Ω),

e ∫

Ω

a2(|∇v|p2)|∇v|p2−2|∇v|∇ϕ =

∫

Ω

h2(x)ϕ

uγ2
+

∫

Ω

k2(x)u
α2ϕ, ∀ ϕ ∈ W 1,β2

0 (Ω).

Portanto, temos que (u, v) é uma solução fraca para o problema (P ) o que conclui a

demonstração. !
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Caṕıtulo

3

Múltiplas Soluções Positivas Ordenadas

para um Problema Eĺıptico Envolvendo o

p&q-Laplaciano

Neste caṕıtulo, estudaremos questões que envolvem existência, multiplicidade e

positividade de solução para o seguinte problema:

(Pλ)





−div (a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = λf(u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

com 1 < p < ∞, onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado suave, λ é um parâmetro real positivo,

a : R+ → R+ é uma função de classe C1 e f : R → R é uma função cont́ınua que muda de

sinal. Estas funções satisfazem as seguintes hipóteses listadas abaixo:

(f1) f(0) ≥ 0 e existem 0 < b1 < c1 < b2 < · · · < cm−1 < bm, zeros de f , tal que





f ≤ 0 em (bk, ck)

f ≥ 0 em (ck, bk+1);

(f2)

∫ bk+1

bk

f(s)ds > 0, ∀ k ∈ {1, . . . ,m− 1} .
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(K1) Existem constantes α0,α1,α2 > 0, α3 ≥ 0 e 1 < p < q < ∞ tal que

α0 +H(α3)α1t
q−p
p ≤ a(t) ≤ α2 + α3t

q−p
p , ∀ t ≥ 0

onde H : [0,+∞) → {0, 1} é a função dada por

H(t) =





1 se t > 0

0 se t = 0.

(K2) Se p ≥ 2, a aplicação g : R+ → R+ dada por g(t) = a(tp)tp−2 é não-decrescente e se

1 < p < 2, a aplicação a : R+ → R+ é não-decrescente.

Daremos abaixo o exemplo de uma função que satisfaz as hipóteses (f1)− (f2).

Exemplo 3.1 f(t) = (x− 2)(x− 4)(3− x).

Fazendo

γ = (1−H(α3))p+H(α3)q

consideremos o espaço de Sobolev X = W 1,γ
0 (Ω) munido com a norma

‖u‖ = ‖u‖1,p +H(α3)‖u‖1,q

onde ‖u‖r1,r =
∫

Ω

|∇u|rdx, para r ≥ 1.

Definição 3.1 Dizemos que u ∈ X é uma solução fraca do problema (Pλ) se a seguinte

igualdade for satisfeita

∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇v = λ

∫

Ω

f(u)v, ∀ v ∈ X.

O principal resultado de existência e multiplicidade é dado pelo teorema descrito abaixo:

Teorema 3.1 Suponhamos que as condições (f1) − (f2) e (K1) − (K2) sejam satisfeitas.

Então, existe λ∗ > 0, tal que para cada λ ∈ (λ∗,+∞) o problema (Pλ) possui ao menos
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(m− 1) soluções fracas ui com

ui ∈ X ∩ L∞(Ω) e bi < ‖ui‖∞ ≤ bi+1, ∀ i ∈ {1, . . . ,m− 1} .

Quando a ≡ 1 e p = 2 os autores em [5] consideraram f ∈ C1, f(0) > 0, estudaram uma

equação diferencial ordinária autônoma e utilizaram método de sub e super solução. Já em

[21] o autor estudou um problema N-dimensional considerando f ∈ C1, f(0) > 0 fazendo uma

combinação de método variacional e teoria do grau. Em [6] foi considerado f ∈ C1, f(0) ≥ 0,

a condição (f2) é necessária para mostrar a existência de solução e usaram método de sub e

supersolução. Agora, o caso a /= 1 sem a condição de área foi estudado para p = 2 por [22] e

para 1 < p < N por [17] e [15].

Abordamos aqui o caso em que o operador considerado é do tipo p&q-Laplaciano, f é

uma função cont́ınua com f(0) ≥ 0 e a hipótese (f2), conhecida como condição de área, é

válida para mostrarmos multiplicidade de soluções para o problema (Pλ).

3.1 Resultados Preliminares

Para provar o Teorema 3.1 necessitamos dos seguintes resultados:

Lema 3.1 Seja g ∈ C(R) e s0 > 0 tal que

g(s) ≥ 0 se s ∈ (−∞, 0),

g(s) ≤ 0 se s ∈ [s0,∞).

Se u ∈ X é uma solução fraca de

(P )





−div (a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = g(u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω.

Então u ≥ 0 q.t.p em Ω, u ∈ L∞(Ω) e ‖u‖∞ ≤ s0.
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Demonstração. Seja u ∈ X e consideremos u− = max {−u, 0}. Sabemos que u− ∈ X e

∂u−

∂xi
=





− ∂u

∂xi
se u < 0,

0 se u ≥ 0.

Suponhamos que u ∈ X seja uma solução fraca de (P ), ou seja,

∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇v =

∫

Ω

g(u)v, ∀ v ∈ X.

Em particular, fazendo v = u− ∈ X obtemos

∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇u− =

∫

Ω

g(u)u−,

ou seja, ∫

u<0

a(|∇u|p)|∇u|p =
∫

u<0

g(u)u.

Então, ∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u−|p ≤ 0.

Da condição (K1) segue-se que

0 < α0 ≤ α0 +H(α3)α1t
q−p
p ≤ a(t), ∀ t ≥ 0

e dáı

0 ≤ α0

∫

Ω

|∇u−|p dx ≤
∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u−|p dx ≤ 0.

Logo, ∫

Ω

|∇u−|p = ‖u−‖p1,p ≡ 0,

mostrando que u− ≡ 0. Portanto,

u ≡ u+ ≥ 0.
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Fazendo v = (u− s0)+ ∈ X obtemos

∂(u− s0)+

∂xi
=






∂u
∂xi

se u > s0,

0 se u ≤ s0.

Tomando v = (u− s0)+ ∈ X como função teste,

∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇(u− s0)
+ =

∫

Ω

g(u)(u− s0)
+.

Assim, ∫

u>s0

a(|∇u|p)|∇u|p =
∫

u>s0

g(u)(u− s0) ≤ 0

o que implica ∫

Ω

a(|∇u|p)|∇(u− s0)
+|p ≤ 0.

Como a(t) ≥ α0 > 0 temos

∫

Ω

|∇(u− s0)
+|p = ‖(u− s0)

+‖p1,p = 0.

Portanto, (u − s0)+ ≡ 0 e sendo u − s0 = (u − s0)+ − (u − s0)− temos u ≤ s0 q.t.p em Ω

mostrando que 0 ≤ ‖u‖∞ ≤ s0. !

Consideremos, para cada k ∈ {2, ...,m} , a função truncamento dada por

fk(s) =






f(0) se s ≤ 0,

f(s) se 0 ≤ s ≤ bk,

0 se s > bk.

Para cada λ > 0 consideremos o funcional truncado Φk,λ : X → R definido por

Φk,λ(u) =
1

p

∫

Ω

A(|∇u|p)− λ

∫

Ω

Fk(u)
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onde A(t) =

∫ t

0

a(s)ds e Fk(t) =

∫ t

0

fk(s)ds e Φk,λ é o funcional energia associado ao

problema

(Pλ)k





−div (a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = λfk(u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω

e as soluções fracas de (Pλ)k são os pontos cŕıticos do funcional Φk,λ.

No que segue designaremos por Kk,λ o conjunto dos pontos cŕıticos de Φk,λ(u).

O próximo Lema nos garante que solução fraca do problema truncado é também solução

fraca do problema (Pλ).

Lema 3.2 Temos que u ∈ Kk,λ se, e somente se, u é uma solução fraca não negativa do

problema (Pλ)k e u ∈ L∞(Ω) com ‖u‖∞ ≤ bk. Consequentemente, u é uma solução fraca não

negativa do problema (Pλ).

Demonstração. Basta considerar g(s) = fk(s) no Lema 3.1 e observar que usando a

definição da função truncamento temos





fk(s) = f(0) se s ∈ (−∞, 0),

fk(s) = 0 se s ∈ (bk,∞).

Desde que u é solução fraca de (Pλ)k segue-se do Lema 3.1 que u ∈ L∞ e ‖u‖∞ ≤ bk. Assim,

0 ≤ u ≤ bk e, portanto, temos fk(u) = f(u) mostrando que u é solução fraca não negativa de

(Pλ).

3.2 Resultado de Existência e Multiplicidade

Lema 3.3 Se (K1) e (K2) valem, então existe uma constante positiva cp, tal que

cp|x− y|p ≤ 〈a(|x|p)|x|p−2x− a(|y|p)|y|p−2y, x− y〉, ∀ x, y ∈ RN , (3.1)
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quando p ≥ 2, e

cp
|x− y|2

(|x|+ |y|)2−p
≤ 〈a(|x|p)|x|p−2x− a(|y|p)|y|p−2y, x− y〉, ∀ x, y ∈ RN , (3.2)

quando 1 < p < 2.

Demonstração. No Caṕıtulo 1, mostramos a desigualdade para p ≥ 2 resta-nos demonstrá-

la para 1 < p < 2. De fato, temos

N∑

i,j=1

∂

∂zi
(a(|z|p)|z|p−2zj)ξiξj =

(
N∑

i,j=1

zjξj

)2

|z|p−4[(p− 2)a(|z|p) + pa′(|z|p)|z|p] + a(|z|p)|z|p−2|ξ|2,

para todo z, ξ ∈ RN . De (K2) e usando a desigualdade de Schwarz, obtemos

N∑

i,j=1

∂

∂zi
(a(|z|p)|z|p−2zj)ξiξj ≥

−(2− p)a(|z|p)|z|p−2|ξ|2 + a(|z|p)|z|p−2|ξ|2,

e dáı,
N∑

i,j=1

∂

∂zi
(a(|z|p)|z|p−2zj)ξiξj ≥ (p− 1)a(|z|p)|z|p−2|ξ|2,

para todo z, ξ ∈ RN . Escolhendo ξ = x− y e z = tx+ (1− t)y = y + (1− t)x com t ∈ (0, 1)

e usando (K1), segue-se que

N∑

i,j=1

∂

∂zi
(a(|z|p)|z|p−2zj)ξiξj ≥ cp

|x− y|2

(|x|+ |y|)2−p
, (3.3)

para todo x, y ∈ RN , onde cp = α0(p− 1).

Por outro lado,

N∑

i,j=1

(a(|x|p)|x|p−2xj − a(|y|p)|y|p−2yj)(xj − yj) =

∫ 1

0

N∑

i,j=1

∂

∂zi
(a(|z|p)|z|p−2zj)ξiξj, (3.4)
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para todo x, y ∈ RN . De (3.3) e (3.4), conclúımos a demonstração. !

A proposição a seguir nos mostra a existência de solução para o problema (Pλ) na qual

utilizamos o Prinćıpio Variacional de Ekeland (ver Teorema A.5 no Apêndice), bem como, o

Lema de Brezis-Lieb (ver apêndice Lema A.1).

Proposição 3.1 O problema (Pλ) possui uma solução não-negativa para todo λ > 0.

Demonstração. Desde que fk é limitada temos

Φk,λ(u) = 1
p

∫

Ω

A(|∇u|p)− λ

∫

Ω

Fk(u)

≥ 1
p

∫

Ω

A(|∇u|p)− λMk

∫

Ω

|u|.

Segue-se da hipótese (K1) que

Φk,λ(u) ≥
α0

p

∫

Ω

|∇u|p + H(α3)α1

q

∫

Ω

|∇u|q − λMk

∫

Ω

|u|.

Sendo Ω um domı́nio limitado segue das imersões cont́ınuas de Sobolev

Φk,λ(u) ≥ C1(‖u‖p1,p +H(α3)‖u‖q1,q)− λC2Mk‖u‖, (3.5)

onde C1 = min
{

α0
p ,

α1
q

}
.

Demonstraremos a coercividade do funcional Φk,λ. De fato, se ‖u‖ → +∞ devemos

considerar os casos:

(i) ‖u‖1,p → +∞ e ‖u‖1,q → +∞;

(ii) ‖u‖1,p → +∞ e ‖u‖1,q é limitada;

(iii) ‖u‖1,p é limitada e ‖u‖1,q → +∞.

No caso (i), desde que ‖u‖1,q → +∞ temos ‖u‖q−p
1,q ≥ 1, ou ainda, ‖u‖q1,q ≥ ‖u‖p1,q.

Assim, considerando α3 > 0 de (3.5) temos

Φk,λ(u) ≥ C ′(‖u‖p1,p + ‖u‖p1,q)− λC2Mk‖u‖

≥ (‖u‖1,p + ‖u‖1,q)p − λC2Mk‖u‖.
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e, portanto,

Φk,λ(u) ≥ ‖u‖p − λC2Mk‖u‖.

Desde que p > 1, Φk,λ(u) → +∞ quando ‖u‖ → +∞. Como Ω é um domı́nio limitado e

p < q então ‖u‖1,p ≤ C‖u‖1,q mostrando que o item (ii) não pode ocorrer. Procedendo como

no item (i) mostra-se (iii). Isso mostra a coercividade do funcional. Consequentemente, o

funcional Φk,λ é limitado inferiormente em X e, portanto, temos bem definido o seguinte

número

Φk
∞ := inf

X
Φk,λ.

Como Φk,λ é de classe C1, segue-se que Φk,λ é cont́ınuo e, portanto, semi-cont́ınuo

inferiormente. Além disso, sendo Φk,λ limitado inferiormente podemos aplicar o Prinćıpio

Variacional de Ekeland, ver apêndice Teorema A.5, no espaço métrico completo (X, d) com

d(u, v) = ‖u− v‖ para concluir que existe (un) ⊂ X tal que

Φk,λ(un) → Φk
∞

e

Φ′
k,λ(un) → 0 em X∗.

Observe que (un) é limitada em X, pois do contrário existiria uma subsequência (unj) ⊂ (un)

tal que ‖unj‖ → +∞. Então, usando a coercividade de Φk,λ teŕıamos Φk,λ(unj) → +∞ o que

contradiz Φk,λ(unj) → Φk
∞.

Sendo X um espaço de Banach reflexivo, a menos de subsequência, temos

un ⇀ uk,λ em X. (3.6)

Usando a imersão compacta de Sobolev,

un → uk,λ em Ls(Ω), 1 ≤ s < γ∗. (3.7)

e, portanto,

un(x) → uk,λ(x) q.t.p em Ω. (3.8)
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Afirmação 3.1
∂un

∂xi
(x) → ∂uk,λ

∂xi
(x) q.t.p em Ω para todo i ∈ {1, . . . , N}.

Demonstração. Usando o Lema 3.3 com x = ∇un e y = ∇uk,λ existe cp > 0 de modo que

∫

Ω

〈
a(|∇un|p)|∇un|p−2∇un − a(|∇uk,λ|p)|∇uk,λ|p−2∇uk,λ,∇un −∇uk,λ

〉

≥ cp

∫

Ω

|∇un −∇uk,λ|p. (3.9)

Segue da convergência fraca em (3.6) que

∫

Ω

a(|∇un|p)|∇un|p −
∫

Ω

a(|∇un|p)|∇un|p−2∇un∇uk,λ + on(1)

≥ cp

∫

Ω

|∇un −∇uk,λ|p (3.10)

onde on(1) =

∫

Ω

a(|∇uk,λ|p)|∇uk,λ|p−2∇uk,λ∇(un − uk,λ) dx.

Da convergência (3.7), a menos de subsequência, existe h ∈ Ls(Ω) tal que

|un(x)| ≤ h(x) q.t.p em Ω

e

un(x) → uk,λ(x) q.t.p em Ω.

Da continuidade da função fk

fk(un(x))un(x)− fk(un(x))uk,λ(x) → fk(uk,λ(x))uk,λ(x)− fk(uk,λ(x))uk,λ(x)

ou seja,

fk(un(x))un(x)− fk(un(x))uk,λ(x) → 0.

Note que

|fk(un(x))un(x)− fk(un(x))uk,λ(x)| ≤ |fk(un(x))un(x)|+ |fk(un(x))uk,λ(x)|

≤ |fk(un(x))||un(x)|+ |fk(un(x))||uk,λ(x)|

≤ C|un(x)|+ C|uk,λ(x)|.
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Como |un(x)| ≤ h(x), segue-se que

|fk(un(x))un(x)− fk(un(x))uk,λ(x)| ≤ Ch(x) + C|uk,λ(x)| ∈ L1(Ω).

Deste modo, podemos aplicar o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue e concluir

que

∫

Ω

(fk(un(x))un(x)− fk(un(x))uk,λ(x)) →
∫

Ω

(fk(uk,λ(x))uk,λ(x)− fk(uk,λ(x))uk,λ(x)) = 0

isto é, ∫

Ω

fk(un)un −
∫

Ω

fk(un)uk,λ = on(1).

Assim,

λ

∫

Ω

fk(un)un − λ

∫

Ω

fk(un)uk,λ = on(1). (3.11)

Então, de (3.9) e (3.11)

0 ≤ cp

∫

Ω

|∇un −∇uk,λ|p ≤ Φ′
k,λ(un)un − Φ′

k,λ(un)uk,λ = on(1), (3.12)

visto que (un) é limitada e é uma sequência (PS)Φk
∞
. Consequentemente,

∂un

∂xi
(x) → ∂uk,λ

∂xi
(x) em Lp(Ω)

mostrando que
∂un

∂xi
(x) → ∂uk,λ

∂xi
(x) q.t.p em Ω para todo i ∈ {1, . . . , N} concluindo, assim,

a demonstração da afirmação.

Afirmação 3.2 uk,λ é um ponto de mı́nimo global para o funcional Φk,λ em X.

Demonstração. Segue-se da continuidade da função a e da Afirmação 3.1 que

a(|∇un(x)|p)|∇un(x)|p−2∂un

∂xi
(x) → a(|∇uk,λ(x)|p)|∇uk,λ(x)|p−2∂uk,λ

∂xi
(x) (3.13)
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q.t.p em Ω. Por outro lado, da hipótese (K1)

∣∣∣∣a(|∇un|p)|∇un|p−2∂un

∂xi

∣∣∣∣ ≤ α2|∇un|p−2

∣∣∣∣
∂un

∂xi

∣∣∣∣+ α3|∇un|q−2

∣∣∣∣
∂un

∂xi

∣∣∣∣
≤ α2|∇un|p−1 + α3|∇un|q−1.

Se α3 = 0 tem-se γ = p e assim

∫

Ω

∣∣∣∣a(|∇un|p)|∇un|p−2∂un

∂xi

∣∣∣∣

p
p−1

≤ α2

∫

Ω

|∇un|p ≤ K,

pois nesse caso, ‖un‖p =
∫

Ω

|∇un|p e (un) é limitada em X. Se α3 > 0, então γ = q e assim

∫

Ω

∣∣∣∣a(|∇un|p)|∇un|p−2∂un

∂xi

∣∣∣∣

q
q−1

≤
∫

Ω

[
α2|∇un|p−1 + α3|∇un|q−1

] q
q−1

≤ K1

∫

Ω

|∇un|
q(p−1)
q−1 +K2

∫

Ω

|∇un|q

≤ K1|Ω|
q−p
q−1‖un‖

q(p−1)
q−1

1,q +K2‖un‖q1,q

≤ K1|Ω|
q−p
q−1K

q(p−1)
q−1 +K2K

q,

pois (un) é limitada em X e ‖un‖ = ‖un‖1,p + ‖un‖1,q. Isto nos mostra que

∫

Ω

∣∣∣∣a(|∇un|p)|∇un|p−2∂un

∂xi

∣∣∣∣

γ
γ−1

≤ C

para todo n ∈ N e i ∈ {1, . . . , N}.

Sendo γ > 1 e γ−1
γ + 1

γ = 1 podemos usar o Lema de Brézis-Lieb (ver Lema A.1 no

Apêndice) para concluir que

∫

Ω

a(|∇un|p)|∇un|p−2∂un

∂xi
h →

∫

Ω

a(|∇uk,λ|p)|∇uk,λ|p−2∂uk,λ

∂xi
h, ∀ h ∈ Lγ(Ω)

e então,

∫

Ω

a(|∇un|p)|∇un|p−2∂un

∂xi

∂h

∂xi
→
∫

Ω

a(|∇uk,λ|p)|∇uk,λ|p−2∂uk,λ

∂xi

∂h

∂xi
, ∀ h ∈ X.
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ou seja,

∫

Ω

a(|∇un|p)|∇un|p−2∇un∇h →
∫

Ω

a(|∇uk,λ|p)|∇uk,λ|p−2∇uk,λ∇h, ∀ h ∈ X. (3.14)

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue temos a convergência

λ

∫

Ω

f(un)h → λ

∫

Ω

f(uk,λ)h, ∀ h ∈ X. (3.15)

Como

Φ′
k,λ(un)h = on(1), ∀ h ∈ X,

e

Φ′
k,λ(un)h =

∫

Ω

a(|∇un|p)|∇un|p−2∇un∇h− λ

∫

Ω

f(un)h

fazendo n → ∞ segue de (3.14) e (3.15) que

∫

Ω

a(|∇uk,λ|p)|∇uk,λ|p−2∇uk,λ∇h− λ

∫

Ω

f(uk,λ)h = 0

o que mostra que Φ′
k,λ(uk,λ)h = 0 para todo h ∈ X. Consequentemente, usando o Lema 3.2

uk,λ ∈ X é uma solução fraca do problema (Pλ). !

Nosso resultado de multiplicidade é dado pelo seguinte Teorema:

Teorema 3.2 Para cada k ∈ {2, . . . ,m} existe λk > 0 tal que para todo λ > λk temos

uk,λ /∈ Kk−1,λ, (3.16)

onde

Φk,λ(uk,λ) = min
v∈X

Φk,λ(v). (3.17)

Demonstração. Mostraremos que existe λk > 0 e w ∈ X, com w ≥ 0 e ‖ω‖∞ ≤ ak tal que

Φk,λ(ω) < Φk−1,λ(uk−1,λ), ∀ λ > λk (3.18)

63



e dáı

Φk,λ(uk,λ) < Φk−1,λ(uk−1,λ), ∀ λ > λk. (3.19)

Isto nos permite afirmar, pelo Lema 3.2, que uk,λ e uk−1,λ são duas soluções distintas de (Pλ).

Observemos que de (3.19) temos

bk−1 < ‖uk,λ‖∞ ≤ bk. (3.20)

Com efeito, se fosse

0 ≤ uk,λ ≤ bk−1 (3.21)

pela definição de Fk e da função truncamento observando a desigualdade (3.21) teŕıamos

Φk−1,λ(uk−1,λ) ≤ Φk−1,λ(uk,λ) = Φk,λ(uk,λ) (3.22)

contradizendo (3.19) e portanto (3.20) ocorre.

Provaremos agora a existência de w verificando (3.18). Temos da hipótese (f2) que

0 < α := F (bk)− max
0≤s≤bk−1

F (s)

= F (bk)− F (bk−1)

=

∫ bk

bk−1

f(s)ds,

(3.23)

onde F (s) =

∫ s

0

f(r)dr. Assim, para todo 0 ≤ u(x) ≤ bk−1 q.t.p em Ω temos

∫
Ω F (u) =

∫
Ω F (bk)−

[∫
Ω F (bk)−

∫
Ω F (u)

]

≤
∫
Ω F (bk)−

∫
Ω α

=
∫
Ω F (bk)− α|Ω|.

(3.24)

Seja δ > 0 e consideremos o conjunto aberto

Ωδ := {x ∈ Ω; dist(x, ∂Ω) < δ} . (3.25)
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Tomemos ωδ ∈ C∞
c (Ω) com 0 ≤ ωδ ≤ bk e ωδ ≡ bk sobre Ω \ Ωδ. Assim,

∫
Ω F (ωδ) =

∫
Ω\Ωδ

F (bk)−
∫
Ωδ

F (ωδ)

=
∫
Ω F (bk)−

∫
Ωδ
[F (bk) + F (ωδ)]

≥
∫
Ω F (bk)− 2C|Ωδ|,

(3.26)

onde C = max
0≤s≤bk

|F (s)|. Consequentemente, para todo u ∈ X com 0 ≤ u ≤ bk−1 temos de

(3.24) que ∫

Ω

F (bk) ≥
∫

Ω

F (u) + α|Ω|

e assim ∫

Ω

F (ωδ) ≥
∫

Ω

F (u) + α|Ω|− 2C|Ωδ|. (3.27)

Escolhendo δ > 0 de modo que

η = α|Ω|− 2C|Ωδ| > 0

teremos de (3.27)

Φk,λ(ωδ̄)− Φk−1,λ(u) =
1

p

∫

Ω

[A(|∇ωδ̄|p)− A(|∇u|p)]− λ

∫

Ω

[F (ωδ̄)− F (u)]

≤ 1

p

∫

Ω

A(|∇ωδ̄|p)− λη. (3.28)

Isto mostra que para ω = ωδ̄ e λ > 0 suficientemente grande temos

Φk,λ(ω) < Φk−1,λ(uk−1,λ)

provando assim o teorema. !

3.3 Condição (f2) é necessária

Nesta seção, mostraremos que a condição (f2) é necessária para a existência de solução fraca

u ∈ X ∩ L∞(Ω) com ‖u‖∞ ∈ [bk, bk+1). Para este fim, utilizaremos argumentos semelhantes

aos encontrados em [26]. Consideraremos somente o caso λ = k = 1, pois os demais seguem-se
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de maneira similar. Além disso, vamos assumir a prinćıpio que f(0) > 0.

Observação 3.1 Como a função a satisfaz a condição (K1) e f a condição (f1), podemos

utilizar o Teorema 1 em [24] e concluir que as soluções fracas em L∞(Ω) são de classe C1(Ω).

Lema 3.4 Seja u ∈ C1(Ω) uma solução fraca não negativa do problema (Pλ). Se f(0) > 0,

então u é positiva em Ω.

Demonstração. Suponhamos por contradição que exista x0 tal que

u(x0) = 0.

Consideremos y0 ∈ Ω, Br(y0) ⊂ Ω com x0 ∈ ∂Br(y0) e g : R → R uma função cont́ınua,

estritamente decrescente em [0,∞), tal que g(0) = f(0) > 0 e

γ := g

(
b1
2

)
= inf

0≤s≤ b1
2

g(s) > 0.

Definamos agora a função b : Br(y0) → R por

b(x) := ε
[
e−|x−y0

r |2 − e−1
]

(3.29)

onde ε > 0 é suficientemente pequeno tal que

sup
Br(y0)

|div(a(|∇b|p)|∇b|p−2∇b)| ≤ γ. (3.30)

Deste modo, a função b é uma subsolução do problema





−div(a(|∇v|p)|∇v|p−2∇v) = g(v) em Br(y0),

v = 0 sobre ∂Br(y0)
(3.31)

e assim, para todo ϕ ≥ 0 em X, obtemos

∫

Br(y0)

(
a(|∇b|p)|∇b|p−2∇b− a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u

)
∇ϕ ≤

∫

Br(y0)

[g(b)− g(u)]ϕ. (3.32)
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Consideremos Br(y0)+ = {x ∈ Br(y0); b(x) > u(x)} . Em vista do Lema 3.3 e fazendo

ϕ = (b− u)+, temos

0 ≤
∫

Br(y0)+

(
a(|∇b|p)|∇b|p−2∇b− a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u

)
(∇b−∇u) .

Desde que a função g é decrescente então g(b)− g(u) ≤ 0 e assim,

∫

Br(y0)+
[g(b)− g(u)](b− u) ≤ 0.

Desta maneira,

0 ≤
∫

Br(y0)+

(
a(|∇b|p)|∇b|p−2∇b− a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u

)
(∇b−∇u)

≤
∫

Br(y0)+
[g(b)− g(u)](b− u)

≤ 0,

mostrando que Br(y0)+ = ∅ e, portanto, u(x) ≥ b(x) em Br(y0). Como u(x0) = b(x0) = 0 e

b > 0 em Br(y0) segue da definição de derivada normal exterior

∂b

∂η
(x0) = lim

t→0−

b(x0 + tη)− b(x0)

t
= lim

t→0−

b(x0 + tη)

t

≥ lim
t→0−

u(x0 + tη)

t

=
∂u

∂η
(x0).

Logo,
∂u

∂η
(x0) ≤

∂b

∂η
(x0) < 0

implicando que |∇u(x0)| /= 0 o que contradiz o fato de u(x0) = 0 ser um valor mı́nimo de u

em Ω.
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Vamos agora considerar B a bola aberta com centro 0 ∈ RN e Ω ⊂ B. Definamos a

função

α(x) =





u(x) se x ∈ Ω,

0 se x ∈ B \ Ω.

Sendo Ω um domı́nio limitado temos

α ∈ X(B) := W 1,γ
0 (B).

Lema 3.5 α é uma subsolução do problema





−div(a(|∇v|p)|∇v|p−2∇v) = f(v) em B,

v = 0 sobre ∂B.
(3.33)

Demonstração. Para cada n ∈ N definamos

vn(x) = nmin

{
u(x),

1

n

}
, x ∈ Ω

onde u é como no lema anterior. Pela definição de vn segue-se que

vn(x) =





nu(x), u(x) < 1

n ,

1, u(x) ≥ 1
n

e assim,
∂u

∂xi
· ∂vn
∂xi

≥ 0, ou seja, ∇u∇vn ≥ 0.

Consideremos a função ω ∈ C∞
c (Ω),ω ≥ 0. Então ωvn ∈ X e sendo u uma solução fraca

de (Pλ) ∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇(ωvn) =

∫

Ω

f(u)ωvn

ou ainda,

∫

Ω

ωa(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇vn +

∫

Ω

vna(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇ω =

∫

Ω

f(u)ωvn. (3.34)
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Como 0 ≤ vn ≤ 1 e vn → 1 q.t.p em Ω, segue-se do Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue e de (3.34) que

∫

B

a(|∇α|p)|∇α|p−2∇α∇ω =

∫

Ω

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇ω

= lim
n→+∞

∫

Ω

vna(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇ω

= lim
n→+∞

(∫

Ω

f(u)ωvn−
∫

Ω

ωa(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇vn

)

≤ lim
n→+∞

∫

Ω

f(u)ωvn

=

∫

Ω

f(u)ω ≤
∫

B

f(α)ω

onde na última desigualdade usamos o fato de f(0) > 0 provando assim o lema. !

Teorema 3.3 Suponhamos que f(0) > 0. Se (Pλ) possui uma solução fraca não negativa

u ∈ L∞(Ω) tal que ‖u‖∞ ∈ (b1, b2], então

∫ b2

b1

f(s)ds > 0. (3.35)

Demonstração. Seja β(x) = b2, ∀ x ∈ B. Assim,





−div(a(|∇β|p)|∇β|p−2∇β) = f(β) em B,

β > 0 sobre ∂B,
(3.36)

assim β é uma supersolução de (3.33). Como α é uma subsolução de (3.33) então α ≤ β e

usando o fato que ‖u‖∞ ∈ (b1, b2], temos uma solução maximal u em [α, β]. Para cada solução

v de (3.33) com

α(x) ≤ v(x) ≤ β(x),

temos v ≤ u. Este fato, nos permite afirmar que u é radialmente simétrica. De fato, suponha

por contradição que x1, x2 ∈ B com |x1| = |x2| e u(x1) < u(x2). Seja A uma matrix ortogonal

N ×N tal que x2 = Ax1 e considere ũ(x) = u(Ax). Então,

∇ũ(x) = AT∇u(Ax), ∀ x ∈ B.
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Sendo x 2→ Ax uma isometria, temos

|∇ũ(x)| = |AT∇u(Ax)| = |∇u(Ax)|.

Mostraremos agora que ũ é uma solução fraca de (3.33) e para isto provaremos a igualdade

∫

B

a(|∇ũ|p)|∇ũ|p−2∇ũ∇h =

∫

B

f(ũ)h, ∀ h ∈ X(B).

Fazendo ψ(x) = h(ATx) ∈ X(B), usando a definição de ũ dada acima e fazendo a mudança

de variável y = Ax temos

∫

B

a(|∇ũ|p)|∇ũ|p−2∇ũ∇hdx

=

∫

B

a(|∇u(Ax)|p)|∇u(Ax)|p−2AT∇u(Ax)
(
AT∇ψ(Ax)

)
dx

=

∫

B

a(|∇u(y)|p)|∇u(y)|p−2∇u(y)∇ψ(y)| detA|dy

=

∫

B

f(u(y))ψ(y)dy

=

∫

B

f(u(AATy))ψ(AATy)dy

=

∫

B

f(u(Ax))ψ(Ax)| detAT |dx

=

∫

B

f(ũ(x))h(x)dx,

como queŕıamos mostrar. Sendo α e ũ duas soluções resultantes o problema (3.33) admite

outra solução û tal que

max{α, ũ} ≤ û ≤ β. (3.37)

Desde que, u é solução maximal em (α, β), conclúımos de (3.37) que

u(x1) ≥ û(x1) ≥ ũ(x1) = u(x2) > u(x1),

o que é uma contradição. Então, u é radialmente simétrica.

70



Vamos agora considerar a função u : [0, R) → R+ de classe C1 dada por u(r) = u(|x|) =

u(x). Como

r = |x| =
√

x2
1 + . . .+ x2

n = (x2
1 + . . .+ x2

n)
1/2

então temos
∂r

∂xi
=

1

2
(x2

1 + . . .+ x2
n)

−1/2(2xi) =
xi

|x| =
xi

r
.

Sendo u(r) = u(x) então
∂u

∂xi
= u′(r)

∂r

∂xi
= u′(r)

xi

r

e

|∇u| = |u′|.

Para cada v ∈ C∞
0 (0, R) façamos

w(r) =
v(r)

rN−1
, r ∈ (0, R) and w(0) = 0,

e definamos v(x) = v(|x|) e w(x) = w(|x|). Sendo u é uma solução fraca de (3.33) temos

∫

B

a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u∇wdx =

∫

B

f(u)wdx.

Desde que
∂w

∂xi
= w′xi

r
e |∇w| = |w′|

então integrando de 0 a R temos

∫ R

0

a(|u′|p)|u′|p−2u′w′rN−1dr =

∫ R

0

f(u)wrN−1dr.

Substituindo w = 1
rN−1 v e w′ = 1

rN−1v′ − (N−1)
rN v na igualdade anterior temos

∫ R

0

a(|u′|p)|u′|p−2u′
(

1

rN−1
v′ − (N − 1)

rN
v

)
rN−1dr =

∫ R

0

f(u)
1

rN−1
vrN−1dr.
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Assim,

∫ R

0

a(|u′|p)|u′|p−2u′v′dr −
∫ R

0

(N − 1)

r
a(|u′|p)|u′|p−2u′vdr =

∫ R

0

f(u)vdr,

para todo v ∈ C∞
0 (0, R) o que mostra que u é uma solução fraca de classe C1(0, R) da equação

−∂
(
a(|u′|p)|u′|p−2u′) = N − 1

r
a(|u′|p)|u′|p−2u′ + f(u). (3.38)

Desde que a e f são funções cont́ınuas temos que o lado direito da igualdade acima é cont́ınuo

e, portanto, a derivada distribucional denotada por ∂ é uma derivada clássica e u é uma

solução clássica de (3.38). Como u é radialmente simétrica temos u′(0) = 0 e então u é uma

solução clássica de (3.38) e verifica u′(0) = 0 = u(R). Seja r0 ∈ [0, R) tal que

u(r0) = max{u(r) : r ∈ [0, R)}.

Multiplicando (3.38) por u′ e integrando temos

∫ r

r0

−(a(|u′|p)|u′|p−2u′)′u′ =

∫ r

r0

N − 1

r
a(|u′|p)|u′|p−2u′u′ +

∫ r

r0

f(u)u′.

Assim

−
∫ r

r0

(
[a(|u′|p)]′|u′|p−2u′ + (|u′|p−2u′)′a(|u′|p)

)
u′

= (N − 1)

∫ r

r0

a(|u′|p) |u
′|p

r
+

∫ r

r0

f(u)u′,

e, portanto,

−
(
(p− 1)

∫ r

r0

a(|u′|p)|u′|p−2u′u′′dt+ p

∫ r

r0

a′(|u′|p)|u′|2p−2u′u′′dt

)

− (N − 1)

∫ r

r0

a(|u′|p) |u
′|p

t
dt

=

∫ r

r0

f(u)u′dt,
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para todo r ∈ (0, R). Sendo u(r0) > b1 podemos escolher r ∈ (0, R) tal que u(r) = b1. Logo,

∫ b1

u(r0)

f(t)dt = −
∫ u′(r)

0

[(p− 1)a(|t|p) + pa′(|t|p)|t|p] |t|p−2tdt

− (N − 1)

∫ r

r0

a(|u′|p) |u
′|p

t
dt.

Segue da hipótese (K2)

(a′(tp)tp−2)′ ≥ 0

a′(tp)pt2p−3 + (p− 2)tp−3a(tp) ≥ 0

tp−3(a′(tp)ptp + (p− 2)a(tp)) ≥ 0.

Desde que t ≥ 0 então da desigualdade acima temos

a′(tp)ptp + (p− 2)a(tp) ≥ 0, ∀ t ≥ 0.

Assim, como

−(N − 1)

∫ r

r0

a(|u′|p) |u
′|p

t
dt < 0

então ∫ u(r0)

b1

f(t)dt > 0.

Sendo f ≤ 0 em (b1, c1] então u(r0) ∈ (c1, b2] e f é não negativa em [u(r0), b2]. Portanto,

∫ b2

b1

f(s)ds ≥
∫ u(r0)

b1

f(s)ds > 0.

!

Observação 3.2 A condição f(0) > 0 no Teorema anterior pode ser removida. De fato,

suponhamos que f(0) ≤ 0 e u ∈ X ∩ L∞(Ω) é uma solução não negativa de (Pλ) de modo

que ‖u‖∞ ∈ (b1, b2]. Definamos uma função cont́ınua f̂ tal que f̂(0) > 0, f̂ ≥ f em [0, b1] e
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f̂ = f em [b1,∞). Então u é uma subsolução de





−div (a(|∇u|p)|∇u|p−2∇u) = f̂(u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

Usando novamente β(x) = b2 como supersolução temos uma solução ũ verificando u ≤ ũ ≤

b2. Procedendo como na primeira parte da demonstração com f̂ no lugar de f obtemos

∫ b2

b1

f(s)ds =

∫ b2

b1

f̂(s)ds > 0.
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Apêndice

A

APÊNDICE

Neste apêndice, enunciaremos alguns resultados importantes utilizados ao longo do

nosso trabalho.

Teorema A.1 (Teorema da Convergência Dominada de Lesbegue) Seja (fn) uma sequência

de funções integráveis que convergem em quase todo ponto para função mensurável f. Se

existe uma função integrável g tal que

|fn| ≤ g ∀ n ∈ N

então f é integrável e ∫
fdµ = lim

∫
fndµ.

Demonstração. Ver [4].

Teorema A.2 (Desigualdade de Hölder) Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lp(Ω), onde 1 ≤ p < +∞

e 1
p +

1
q = 1. Então,

fg ∈ L1(Ω) e |fg|1 ≤ |f |p|g|q.

Demonstração. Ver [4].

Teorema A.3 Seja X um espaço de Banach reflexivo. Se (xn) é uma sequência limitada

em X, então existem uma subsequência (xnj) ⊂ (xn) e x ∈ X tais que

xn ⇀ x em X.
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Demonstração. Ver [4].

Teorema A.4 Sejam (fn) uma sequência em Lp(Ω) e f ∈ Lp(Ω), tais que

fn → f em Lp(Ω).

Então, a menos de subsequência,

(1) fn(x) → f(x) q.t.p em Ω

(2) |fn(x)| ≤ g(x) q.t.p em Ω, onde g ∈ Lp(Ω).

Demonstração. Ver [4].

Lema A.1 (Brezis e Lieb ) Seja Ω um subconjunto aberto do RN e (fn) ⊂ Lp(Ω), f ∈ Lp(Ω)

com p > 1. Suponha que fn(x) → f(x) q.t.p. em Ω e que existe C > 0, tal que

∫

Ω

|fn|pdx ≤ C, ∀ n ∈ N.

Então,

∫

Ω

fnϕdx −→
∫

Ω

fϕdx, ∀ ϕ ∈ Lq(Ω),

onde, 1
p +

1
q = 1.

Demonstração. Ver [4].

Teorema A.5 (Prinćıpio Variacional de Ekeland) Seja V um espaço de Banach, F :

V → R ∪ {∞} uma função Gateaux diferenciável, semicont́ınua inferiormente e limitada

inferiormente, tal que

−∞ < infF < +∞.

Então, para todo ε > 0, para todo u ∈ V tal que F (u) ≤ infF + ε, para todo λ > 0, existe

v ∈ V tal que

F (v) ≤ F (u), ‖v − u‖ < λ e ‖F ′(v)‖∗ ≤
ε

λ
.
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Demonstração. Ver [16].

Teorema A.6 (Minty-Browder) Sejam E um espaço de Banach reflexivo e A : E → E∗

uma aplicação não-linear cont́ınua tal que

〈Av1 − Av2, v1 − v2〉 > 0, ∀ v1, v2 ∈ E, v1 /= v2

e

lim
‖v‖→+∞

〈Av, v〉
‖v‖ = +∞.

Então para todo f ∈ E∗ existe uma única solução u ∈ E da equação Au = f.

Demonstração. Ver [4].

Proposição A.1 (Desigualdade de Hardy- Sobolev) Sejam Ω um conjunto aberto limitado

de classe C1 e 1 < p < ∞. Seja d(x) = dist(x, ∂Ω) então existe uma constante C tal que

∣∣∣
u

d

∣∣∣
p
≤ C|∇u|p, ∀ u ∈ W 1,p

0 (Ω).

Demonstração. Ver [4].
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